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SA) Be 
本 书 是 为 掌握 传 里 叶 变换 、 傅 里 时 解析 的 基础 知识 而 编写 的 人 门 图 书 。 


傅 里 叶 解析 的 应 用 并 不 局 限 在 物理 学 领域 ， 它 在 工业 制造 等 方面 都 有 广泛 的 应 用 。 
傅 里 叶 解 析 是 以 传 里 叶 变换 的 数学 方法 为 基础 的 分 析 方法 。 通 常 读者 都 会 认为 “数学 一 
AR”, 但是， 学 习 数 学 很 重要 的 一 点 ， 不 是 记 住 公式 ， 而 是 理解 概念 和 掌握 数学 思维 
的 方法 。 


因此 ， 为 了 能 理解 傅 里 叶 解 析 这 个 概念 ， 需 要 具备 一 些 基础 知识 。 学 习 传 里 叶 变 
换 必 要 的 基础 知识 是 微 积分 和 三 角 函 数 ， 掌 握 这 些 基本 知识 的 概念 非常 重要 。 在 高 中 
PUES =f PAK (sin, cos, tan, cot) 是 以 直角 三 角形 的 两 条 边 的 比 为 依托 ， 以 此 贯 
穿着 相关 的 公式 换算 。 而 本 书 将 三 角 函 数 与 随时 间 变 化 的 旋转 运动 联系 起 来 ， 转 换 为 
与 运动 相关 的 函数 ， 这 样 有 利于 理解 本 书 要 讲解 的 知识 。 


本 书 可 以 说 是 一 本 从 传 里 叶 解 析 的 角度 编写 的 关于 三 角 函 数 的 参考 书 。 本 书 中 只 
有 一 些 必要 公式 的 证 明 。 大 家 在 阅读 本 书 时 重要 的 不 是 记 住 这 些 公式 ， 而 是 掌握 利用 
这 些 公式 推导 出 新 的 计算 方法 的 思路 。 现 在 许多 教材 和 参考 书 ， 集 中 了 很 多 怎样 记忆 
公式 的 方法 和 列举 了 大 量 例题 的 计算 过 程 。 高 中 或 大 学 的 考试 中 ， 都 有 运用 这 些 公式 
的 题目 ， 因 此 ， 为 了 通过 考试 ， 将 整个 例题 都 背 下 来 的 人 不 在 少数 。 


傅 里 叶 变换 ， 是 以 多 个 数学 知识 为 基础 而 推导 出 来 的 新 概念 。 理 解 了 这 个 概念 
与 单纯 地 记 住 公式 有 完全 不 同 的 效果 。 在 本 书 中 ， 学 习 应 用 范围 广泛 的 傅 里 叶 解析 
我 们 采用 的 例题 是 “声音 "， 通 过 对 各 种 各 样 的 声音 进行 分 析 ， 就 会 有 很 多 让 人 耳目 一 
新 的 发 现 。 


在 此 ,感谢 re_akino 先生 用 有 趣 的 故事 将 满 是 数学 公式 的 傅 里 叶 解析 编排 得 引 人 
入 胜 ， 感 谢 漫画 家 Haruse Hiroki 将 这 个 故事 绘 成 了 精彩 的 漫画 。 最 后 ， 对 一 直 给 予 大 
力 支持 和 帮助 的 欧姆 社 的 诸位 表示 诚挚 的 谢意 。 
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( 。 难得 有 这 么 好 的 吉他 手 \ 
和 贝 司 手 。 


文 香 要 是 能 当主 f 
唱 就 好 了 ! | 
ataky i 
BRE? 内 










































却 没有 赐予 我 
美妙 的 声音 ! 










































































































































先 不 说 声音 小 且 沉 默 
THAT. 



























但 是 ， 如 果 由 希 当 主唱 的 话 
我 们 的 乐队 肯定 会 很 受 欢迎 
交际 围 也 能 扩大 。 






| | Z f h 
f 哪 有 这 种 事情 ! 
有 总 Be 

















Athik 
现在 找 主唱 的 事情 
着 且 不 说 ， 还 有 
一 个 问题 …… 





N 


i 


这 次 数学 考 得 
很 烂 …… 
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如 果 下 次 还 考 这 么 点 分 ， 
就 没收 你 的 吉他 ! 












LRT! 
又 是 大 家 因 秀 ， 

















Ar 
[分 而 且 还 在 学 大 学 水 
rae 


平 的 
| 
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但 数学 也 不 是 
很 好 。 
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— 
我 可 是 用 心 来 接收 


同样 的 “ 拉 ”， 用 不 同 的 
乐器 演奏 ， 声 音 完全 不 
同 ， 这 是 为 什么 呢 ? 





亨 。” 不 过 ， 你 们 不 觉得 用 语言 来 描述 
A 声调 的 差别 很 难 吗 ? 











如 果 将 一 个 音 的 构成 成 分 分 解 


开 来 ， 声 音 的 性 质 和 差别 就 能 
明确 地 表示 出 来 了 吧 ? 














可 以 分 为 香甜 系 和 桶 枯 采 之 类 的 ， 但 


是 严格 地 说 ， 即 使 是 相同 的 橘 桔 系 的 
青水 ， 也 是 有 差别 的 。 









































这 是 因为 组 成 的 成 分 和 各 ay 
成 分 的 含量 不 同 ， 声 音 也 7 
是 同样 的 道理 。 


的 数学 方法 就 是 伟 里 叶 解 析 。 


声调 的 因素 了 。 





x 


\ 
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以 香水 为 例 ， 用 来 分 析 组 成 成 分 和 含量 


换 成 声音 ， 那 么 就 能 明白 组 成 


< 
F 





用 伟 里 叶 变 换 对 波 进 


行 分 析 的 方法 就 叫做 
傅 里 叶 解 析 。 



























传 里 叶 解 析 不 仅 用 于 声音 ， 
在 各 种 各 样 的 波形 解析 中 部 


可 以 运 





还 有 MRI 信 * 号 分 析 ， 传 里 叶 解 析 
的 应 用 领域 相当 广泛 啊 ! 








*MRI = Magnetic Resonance Imaging 
HOSA 


而 且 如 果 知 道 了 成 分 ， 那 效应 器 是 通过 改变 成 分 而 


么 ,根据 各 种 成 分 就 能 制 4 改变 声音 的 特征 。 
作出 某 种 特定 的 声音 。 
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声音 是 通过 改变 对 空气 的 压 
A, 以 波 的 形式 传播 的 。 
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这 是 以 前 家 庭 老 师 
教 我 的 知识 ， 


模 轴 表 示 时 间 , M 
轴 表 示 声 压 , 将 声 
音 图 形 化 …… 












好 像 在 哪儿 看 到 过 
这 种 图 形 ? 








就 是 这 种 感觉 吧 ! | ea eee 














变 成 正 改 函数 图 的 
HRT. 
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T 
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A 最 疝 单 的 声音 ， 能 形成 这 样 的 波形 。 
















1 秒 内 一 个 相公 的 波峰 和 波 谷 的 波 
形 往返 重复 的 次 数 就 叫做 频率 , 单 
位 为 Hz( 赫 [ 效 | )。 









电波 ， 就 表示 
1 秒 内 电波 振 
动 了 63 万 次 。 
那 频率 ， 在 收音 机 中 
人 收音 机 中 使 用 的 
coin 叫 广播 频率 ， 
— a | 


顺便 说 一 下 ，“ 拉 ” 音 以 音叉 发出 的 
440Hz 的 音 为 基准 ,不 同 的 倍数 能 
得 到 很 多 不 同音 调 的 “ 拉 ” 音 。 











例如 630kHz 的 











18 m% 通 往 传 里 叶 变 换 的 道路 















1 秒 内 振动 
63 万 次 !1 





回 到 声音 的 话题 上 , 像 音 又 这 
些 简单 的 音 叫 纯音 。 






平时 听 到 的 声音 , 波形 虽然 看 着 简 
单 , 但 是 实际 是 很 复杂 的 波形 。 


























Me 


复杂 的 波形 其 实 是 由 简单 的 
波形 合成 得 到 的 。 





























明白 了 频率 谱 
有 什么 用 处 吗 ? 


| 
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频率 成 分 1 的 强度 


4 一统 素 成 分 2 的 强度 
频率 成 分 3 的 强度 


明白 了 频率 谱 就 能 明白 声 


| 音 的 基本 组 成 成 分 了 。 








对 啊 ! 这 就 是 a / 是 从 波形 中 得 到 频率 
J 谱 的 方法 ! 











RAMEL HEER 
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这 就 是 我 们 应 该 
学 习 的 目标 啊 ! 











AS 利用 这 个 能 找到 很 好 的 主唱 吧 ! 


NS 
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和 数学 知识 的 准备 都 是 有 必要 的 ， 早 点 进 


为 了 理解 傅 里 叶 解 析 , 学 习 关于 波 的 性 质 
行 这 样 的 准备 吧 ! 
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TH 

@ METES, UROUAREOTEeROL. eRIDREEAME THN, 
不 过 ， 声 音 、 电 波 和 光波 都 可 以 用 波 的 图 形 来 形容 

O xem: 


@ 声波 、 电 波 和 光波 一 一 这 些 用 眼睛 看 不 到 的 波 ， 可 以 用 检测 器 转换 为 电信 号 来 
观察 。 


O 吉他 的 声音 从 扩 音 器 里 出 来 ， 也 是 由 于 声波 被 转换 为 电信 号 了 吗 ? 








对 ! 准确 地 说 ， 最 后 的 声音 不 是 从 扩 音 器 里 出 来 的 ， 而 是 从 它 的 音箱 里 出 来 的 。 吉 
他 的 扩 音 器 将 弦 的 振动 〈 微 弱 的 声音 ) 转换 为 电信 号 ， 并 将 这 个 电信 号 放大 ， 这 个 
信号 震动 了 音箱 的 振 片 ， 从 而 使 空气 振动 ， 这 样 声音 被 人 的 耳 休 接收 到 〈 图 1.1) 。 







将 收 到 的 纺 的 A 
报 动 转变 为 电 
es 音箱 的 拓片 振动 ， 带 动 
空气 振动 而 发 出 声音 


图 1. 1 吉他 弦 的 振动 变 成 电信 和 号， 转换 为 声音 播放 出 来 
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Ou 

@ 太一 下 捕捉 到 的 六 振动 的 信号 ， 会 观察 到 先前 用 来 说 明 声 音 的 例子 中 的 波形 . 到 
此 为 止 ， 波 的 概念 讲 清楚 了 ， 不 过 波 还 分 为 模 波 和 纵波 两 种 类 型 ， 首 先 讲 一 下 这 个 
概念 。 

O w: smm: 

@ AARBEIE: SERBER WEN. GANEMAN FNESANY 
波 ， 眼 请 感受 到 的 光 ， 还 有 热流 〈 红 外 线 ) ， 这 些 都 属于 电磁 波 ， 它 们 具有 相同 的 
物理 性 质 。 这 些 电磁 波 在 真空 中 的 传播 速度 都 是 30 万 km/s 《在 空气 中 的 传播 速 
度 与 此 差不多 ) 。 

Q orenera 声波 在 空气 中 的 传播 速度 达到 340kmJs， 这 样 一 比 电磁 
波 实在 太 快 了 ! 

@ ne: 在 电磁 汶 中 ， 电 场 和 磁场 的 强度 随时 间 变 化 ， 且 它们 的 方向 与 泪 的 传播 方向 
SA, SHORE. 

O ixeSAG 事 ? 

Q 再 直入 下， 自己 与 电磁 波 传播 方向 齐头并进 ， 电 场 和 磁场 沿 着 自己 左右 和 上 下 
方向 变化 。 这样 ， 电 磁 波 在 真空 中 也 能 传播 图 1.2) 。 








箭头 表示 物理 
量 的 振动 方向 


波 的 前 进 方向 


4 图 1. 2 横 波 图 


@ ravens: 
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@ 可 能 …- 声 音 是 纵波 。 
O xee,08m 


@ 声音 是 利用 空气 的 振动 ， 使 空气 的 密度 变 高 变 低 来 传播 的 。 现 在 想象 一 下 自己 与 声 
波 传播 方向 齐头并进 ， 同 时 空气 的 密度 在 自己 前 后 方向 上 变化 ， 像 这 样 ， 波 的 传播 
方向 与 振动 方向 相同 的 波 叫做 纵波 〈 图 1. 3) 。 











| 波 的 传播 方向 

箭头 表示 物理 量 振动 方向 
多 图 1. 3 纵波 图 形 

© ea 


(2) 形容 得 很 形象 啊 ! 具有 纵波 性 质 的 波 ， 需 要 传递 密度 的 变化 ， 因 此 需要 媒介 ， 不 能 
在 真空 中 传播 。 媒介 不 止 有 像 空气 这 样 的 气体 ， 还 有 像 水 之 类 的 液体 ， 木 材 、 金 属 
之 类 的 固体 ， 都 可 以 传递 纵波 。 


@ YR, EREHOLESNNSESS SK, DLHURBR. ABENLEN 
密 波 图 形 化 ， 可 以 得 到 与 模 波 相同 的 图 形 (图 1. 4) 。 


Hi 密度 


> 
波 的 前 进 方向 


4 图 1.4 。 疏 密 波 与 密度 变化 对 应 图 
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Q 全 这 们 不论 模 波 还 是 纵波 ， 孝 可 以 用 正 殉 画 数 sin RRT. B-T, REPE 
场 和 磁场 在 与 前 进 方向 委 直 的 上 下 (左右 ) 方向 上 变化 ， 用 图 形 表示 是 正弦 函 


Asin, AR ABR) 中 密度 的 变化 用 图 形 表示 出 来 也 是 si 
O zenas: 
Q a--27e, BENERS=RERHOOAR. 总 之 ， 现 在 应 该 有 “原来 是 这 
样 呵 ”的 感觉 ， 请 记 住 计 过 的 知识 。 
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@ i 波 ， 首 先 起 到 的 是 池塘 里 的 水 面 泛 起 的 波纹 吧 ? 


Oe. exe. 


(éy 请 想象 一 下 ， 池 塘 里 的 水 面 滔 有 树叶 ， 往 池塘 里 投入 一 块 小 石头 ， 水 面 会 泛 起 同心 
圆 状 的 波纹 。 树 叶 会 保持 在 原来 的 位 置 上 上 下 晃动 。 


Q wee. 


@ 看 这 个 波纹 传播 的 情况 ， 可 以 发 现 波峰 和 波 谷 交替 前 进 ， 而 水 面 的 某 一 点 也 在 上 下 
运动 ， 相 互 保持 独立 。 


G 演唱 会 时 人 形成 的 人 浪 也 是 这 样 …… 
他 是 啊 ! 每 个 人 的 手 一 上 一 下 的 ， 从 整体 看 就 像 行进 中 的 波浪 一 样 。 


(3) 是 这 种 感觉 。 波 往 前 传播 ， 并 不 是 水 面 在 移动 ， 而 是 振 源 处 水 的 振动 ， 带 动 附近 的 
水 上 下 振动 ， 而 附近 的 水 又 作为 振 源 带 动 其 附近 的 水 上 下 振动 …… 这 样 ， 波 就 传播 
开 来 了 (图 1.5) 。 
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往 池塘 里 投入 石头 后 ， 水 面 泛 起 了 波浪 。 


— 


从 横向 看 水 面 ， 树 时 在 固定 的 地 方 上 下 摆动 。 


AAE 


树叶 的 上 下 运动 与 时 间 的 关系 用 图 形 表示 …… 


— 
时 间 


多 图 1. 5 在 波浪 中 晃动 的 树叶 随时 间 变 化 的 运动 











eos: 

人 anesennmENao Kune. MNDERVETA-OR? 

O s527- 

@ 20: 我 们 还 是 用 人 浪 为 例 @， 人 浪 是 一 排 人 按 质 序 将 手 上 下 晃动 而 形成 的 波 。 


Q 从 远 处 看 ， 手 在 上 面 的 人 相当 于 处 于 波峰 位 置 ， 波 峰 在 不 断 前 进 ， 但 是 只 看 一 
个 人 ， 这 个 人 只 是 随 着 时 间 变化 将 手 上 下 摆动 而 已 ， 关 注 这 个 人 的 运动 ， 手 随 
时 间 上 下 运动 而 得 到 波形 (图 1. 6) 。 
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空气 中 波 行 
进 的 方向 


波 随时 间 变 化 


DATE 


关注 一 个 人 的 运动 
人 图 1.6 波 随时 间 变化 图 











呵呵 ee 
@ 明白 了 吗 ? 就 像 之 前 看 到 的 ， 电 波 〔 包 括 光 的 电磁 波 = 横 波 ) 、 声 波 琉 密 波 = 纵 


波 ) ， 它 们 随时 间 变化 都 可 以 得 到 波形 。 通常， 自然 界 中 存在 的 波形 有 简单 的 波 
形 ， 还 有 复杂 的 波形 。 


©) zane. 复杂 的 波形 是 由 多 个 简单 的 波形 混合 而 成 的 ， 由 多 个 简单 波形 合成 得 
到 复杂 波形 是 支持 傅 里 叶 变 换 的 基础 。 


(3) 换 种 说 法 ， 简 单 波形 的 合成 ， 用 来 研究 其 中 的 频率 和 强度 的 数学 方法 就 叫做 备 里 
HER. 


© 傅 里 叶 变 换 …… 





说 了 好 多 啊 ， 你 好 聪明 啊 , $! 


声音 ) 
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@ 他 时 和 这 形 的 概念 忆 经 明白 了 ， 那 么 来 学 习 频 率 和 振幅 ， 形 成 对 傅 里 叶 变 换 的 初步 
认识 吧 ! 
O 8: menawy, meen? 


@ 振幅 是 信号 的 高 低 差 ， 波 形 中 相 邻 的 一 个 波峰 和 波 谷 的 时 间 长 度 叫 周期 ， 之 前 讲 过 
频率 是 一 秒 内 波 振动 的 次 数 ， 放 到 波形 中 ， 就 是 指 一 秒 内 有 多 少 个 周期 。 如 图 1. 7 
所 示 ， 它 用 了 频率 为 2Hz 的 例子 。 








1s 内 有 2 个 周期 =2Hz 


令 图 1.7 2Hz 信号 周期 与 振幅 图 


Ow 


@ 还 有 ， 1 个 周期 并 不 一 定 非 要 从 0 开始 算 ， 也 可 以 从 一 个 波峰 到 相 邻 一 个 波峰 的 
时 间 长 度 ， 或 者 是 一 个 波 谷 到 相 邻 一 个 波 谷 的 时 间 长 度 (图 1.8) 。 
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人 图 1.8 1 个 周期 的 概念 
@ ws. 之 前 2Hz 的 信和 转 换 为 频率 详 ， 如 图 19 所 示 。 


原 信号 m 





KERRIE 












>t 


he s 
1 

1 

1 

1 

| 

时 间 
[i 

1 

1 


ep he ee es 


2Hz 频率 
令 图 1.9 2Hz 信号 转换 为 频率 谱 


模 负 的 2Hz 处 的 振幅 能 男 得 更 大 就 好 了 。 
@ Y! 训 明 一 下 振 伍 和 频率 与 实际 耳 打听 到 的 声音 之 间 的 关系 。 振 由 对 应 着 声音 的 强 


弱 ， 也 就 是 说 ， 振 幅 小 的 话 ， 相 应 的 电视 机 、 收 音 机 的 音量 也 很 小 ， 这 种 关系 可 以 
用 图 1. 10 表示 。 
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原 信号 a 音 
















强 
同样 周期 
振幅 大 
E. f 
频率 8 





令 图 1. 10 ”2Hz 信 号 的 不 同 振幅 图 
舍 ) 需 素 说 的 强度 很 小 9 活 声 音 也 很 弱 …… 是 吧 ? 
Q 对 :如果 频率 增加 会 怎么 样 昵 ! 假如 1 种 内 波 振动 8 次， 这 样 ， 与 之 前 的 2Hz 的 
波形 相 比 ， 相 同时 间 内 ， 波 来 回 振动 的 次 数 增 大 4 倍 。 用 频率 谱 描 述 ， 在 8Hz 处 
URE, BEARER, PECTS, SNAS (图 1. 11) 。 

















原 信号 谱 
强 
度 
>t 
时 间 
2Hz a sa 
与 上 面相 比 
强 频率 变 大 了 
度 
t 
+ = >. 
1 秒 内 振动 8 次 2Hz 8Hz 


令 图 1. 11 2Hz 信 号 与 8Hz 信号 的 不 同 处 
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© 那么 说 ， 吉 他 和 贝 司 的 弦 ， 细 弦 比 粗纺 振动 得 快 ， 音 调 也 就 高 ! 


@ 对 ! 而 且 用 力 弹 ， 这 样 弦 振动 大 ， 声 音 也 就 大 。 从 这 个 方面 考虑 ， 弦 的 振动 与 信号 
的 波形 非常 相似 ， 反 过 来 想 一 下 ， 为 了 产生 低音 ， 有 必要 慢 慢 地 振动 该， 当然， 也 
可 以 把 纺 做 得 粗 一 点 〈 重 一 点 ) 。 


Qa. ran: 


@ 这 样 ， 信 号 和 频率 的 意义 ， 都 在 频率 谱 的 图 形 中 体现 出 来 了 。 不 过 ， 实 际 的 声音 都 
是 由 各 种 频率 的 波形 混合 而 成 的 复杂 波形 。 


从 复杂 波形 中 求 得 频率 谱 的 方法 就 是 傅 里 叶 变换 吧 ? 
Q 就 是 ! 那么 来 看 一 下 这 个 概念 吧 ! 例如 ， 有 个 这 样 复杂 的 波形 〈 图 1. 12) …… 





t 
时 间 


令 图 1. 12 复杂 波形 的 例子 


@ ar 


@ 用 傅 里 叶 变换 ， 原 则 上 波形 须 有 一 定 的 周期 性 。 在 这 里 ， 从 复杂 的 波形 中 取出 一 个 
小 区 间 ， 然 后 假定 这 个 区 间 的 波形 沿 着 时 间 轴 重复 延伸 下 去 ， 从 而 得 到 复杂 波形 的 
周期 性 。 


O 对 复杂 的 波形 ， 要 怎么 找 周期 才 对 呢 ? 
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Q 看 周期 最 大 的 波 ， 它 的 频率 被 叫做 基本 频率 。 复 杂 波形 中 各 种 频率 混在 一 起 ， 但 其 
中 有 基本 频率 。 例 如 ， 将 之 前 的 波形 分 出 1s 长 的 区 间 ， 在 这 个 区 间 内 寻找 最 大 的 
波 局 期 ， 这 是 基本 周期 。 这 个 波形 中 ， 周 期 是 0.5s， 那 么 基本 周期 是 0.5s， 基 本 
频率 为 2Hz (图 1.13) 。 








基本 周期 


图 1.13 基本 周期 


 xen--mawenne? 

O 把 复杂 波形 分 出 一 个 小 区 则 ， 因 区 间 中 的 一 个 个 简单 波形 ， 也 就 是 频率 成 分 抽取 出 
来 ， 这 时 就 需要 三 角 范 数 和 积分 的 知识 了 。 

从 昌之 间 三 角 函 数 出 现 过 ， 觉 得 有 点 关系 ， 还 要 用 到 积分 啊 ! 

Q 现在 不 用 图 像 ， 投 硕 序 回忆 也 能 理解 了 吧 ? 把 频率 成 分 分 解 出 来 后 ， 求 各 自 的 强 
度 ， 然 后 按 硕 序 把 这 些 频率 画 在 以 频率 为 模 轴 、 强 度 为 纵 轴 的 图 中 ， 这 样 就 形成 了 
频率 谱 ! 这 里 将 傅 里 叶 变 化 的 流程 在 此 整理 一 下 ， 如 图 1.14 所 示 。 
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复杂 的 波形 


























>i 
时 间 
求 频率 成 分 
AAS: SY : 
不 同 强度 组 合 起 来 
合成 三 个 波形 
强度 
>f 
频率 


$m. 傅 里 叶 变 换 图 


E, E! 这 就 是 依 里 叶 变 换 啊 ! 从 熏 里 叶 变 换 的 结果 对 波形 进行 分 析 就 是 傅 里 叶 
解析 啊 ! 
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O 接 下 来 ， 我 们 简单 回顾 一 下 傅 里 叶 变换 的 历史 吧 ! 


O xenera: 
Q 如 时 和 半 币 裔 运动， 而且 对 此 感 兴起 ， 那 么 对 理解 二 里 叶 变换 将 是 很 有 帮助 的 。 
W, MAHE! 
® 


@ 傅 里 叶 变 换 是 1812 年 法 国 数学 家 约瑟夫 * 傅 里 时 〈1768 ~ 1830) ， 从 研究 “ 热 
的 传导 法 则 ”的 问题 时 开始 用 到 的 。 


© 傅 里 叶 原来 是 人 的 名 字 啊 ! 热 的 传导 法 则 与 波 有 什么 关系 呢 ? 





… 《叹息 ) 


@ 热 的 传导 是 指 热量 在 物体 中 传递 的 情况 ， 是 受 各 种 因素 影响 的 复杂 现象 ， 不 过 ， 傅 
里 叶 发 现 ， 再 复杂 的 现象 也 是 由 简单 的 现象 组 合 在 一 起 而 形成 的 。 


© 这 就 与 复杂 的 波 由 简单 的 波 合成 的 理论 联系 起 来 了 啊 ! 


Q 实际 上 ， 当 时 人 备 里 叶 也 没有 想到 波 和 频率 谱 的 应 用 ， 不 过 ， 后 来 傅 里 叶 的 发 现 随 着 
“研究 波 的 性 质 的 数学 方法 ”的 进展 而 普及 开 来 。 
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Oee 


@ 7. 计算 大 自 外 存在 的 复杂 波形 实在 太 麻烦 了 ， 这 时 1965 FRRSRNE 
FFT(Fast Fourier Transform) 方法 被 提出 来 了 。 FFT 是 利用 三 角 函 数 的 基本 性 质 
的 组 合 ， 一 种 高 效 的 傅 里 叶 变 损 。 傅 里 叶 变换 随 着 FFT 和 计算 机 的 普及 很 快 在 物 
理 、 工 学 等 领域 应 用 开 来 。 


@ 所 有 关系 ， 导 也 没什么 作用 遇 … 
人 ii 夯 #f 了 光 、 电 流转 变 为 电信 号 后 能 被 检测 出 来 ， 那 么 说 ， 在 能 检测 到 信号 的 许多 


领域 都 能 应 用 傅 里 叶 变换 ! 举 个 简单 的 例子 ， 医 院 里 面 的 心电图 就 是 把 人 的 心脏 的 
跳动 用 清楚 的 波形 表示 出 来 的 仪器 。 


Oe. exon. 


@ 这 需要 从 声音 信号 中 分 出 有 用 信号 和 杂音 ， 只 传递 有 用 信号 ， 根 据 心脏 跳动 的 波形 
判断 是 正常 跳动 还 是 异常 跳动 。 想 象 一 下 ， 酸 的 味觉 信息 啊 、 香 甜 的 嗅觉 信息 等 都 
能 转换 为 电信 号 ， 也 就 不 难 理解 埔里 叶 变换 的 应 用 范围 如 此 之 广泛 了 。 


© pamaense: 
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6. 傅 里 时 变换 的 数学 准备 












为 了 从 数学 上 理解 傅 
里 叶 变换 ， 需要 很 多 
数学 预备 知识 。 

















在 哪个 阶段 哪些 知识 是 
必要 的 , 我 们 用 图 来 概 


yn, CE 


r 
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最 上 面 的 目标 是 传 里 叶 变 
B, 为 了 理解 伟 里 叶 变 换 ， 
函数 的 正 交 概 念 很 重要 。 




















为 了 理解 函数 的 正 
交 , 必须 理解 函数 的 
积 及 其 定 积分 。 
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为 了 理解 函数 的 积 ， 还 有 , 为 了 理解 定 积 
应 该 学 习 一 般 的 函数 分 , 首先 需要 理解 积分 


四 则 运算 的 概念 。 


积分 是 微分 的 原 函 数 ， 
因此 ,还 必须 学 习 微分 
的 概念 。 
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虽然 现在 还 有 些 听 不 懂 , 但 是 通 
过 努力 学 习 后 , 肯定 会 理解 的 。 
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1. 旋转 与 三 角 函 数 


给 里 订 的 课 结 来 了 吗 ? 2 e 
| ¢ 
x 





RA on ie 
这 
rm |i 








什么 啊 
1? 


还 
RA. 

找到 主唱 吧 
2 










































用 途 










* 游泳 池 的 水 的 注入 
时 间 


* 到 学 校 的 距离 
* 蜡烛 燃烧 的 时 间 
“统计 等 









:0X+bxtc 
二 次 函数 


* 抛物 线 (水 平方 向 


将 物体 投 出 的 轨迹 ) 


“统计 














+ 数值 急剧 增加 的 现 


R (细菌 的 繁殖 ) 


“统计 


~ 


| 
L 和 
| 


> 


网 的 是 正弦 函数 和 
| aan. 





ob 












是 这 样 的 …… ARH \ | Cy 
moma M ARN 
ako f 








缆车 的 高 度 是 怎样 随时 
间 变 化 的 呢 ? 用 图 形 来 


这 个 摩天 轮 上 的 一 个 观 
表示 吧 。 














我 们 看 摩天 轮 上 从 处 于 时 钟 3 点 位 置 
的 那个 观 缆车 ， 开 始 旋转 ， 每 30 秒 


在 图 上 记录 这 个 观 缆车 的 高 度 。 








记录 这 个 观 缆车 
的 高 度 


| 以 这 个 高 度 为 基准 










90 秒 时 这 个 观 缆车 到 达 最 高 点 ，180 秒 时 到 达 
9 点 的 位 置 ， 也 是 与 起 点 相同 的 高 度 ，270 秒 
时 到 达 来 坐 的 高 度 ，360 秒 时 回 到 起 点 。 
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这 样 ， 


图 就 做 成 这 样 了 。 











这 个 波形 是 三 角 注 数 图 ， 涧 数 是 在 自 变量 定 了 之 
后 、 示 数 值 也 就 确定 了 的 对 应 关系 ， 图 将 这 种 对 
应 关系 连续 表示 出 来 了 。 





这 里 的 纵 轴 是 高 度 ， 随 着 横 轴 的 时 间 变 化 
| 而 变化 ， 也 就 是 说 高 度 是 时 间 的 函数 





再 来 看 一 下 我 们 坐 过 的 摩 


天 轮 观 缆车 ! 








以 摩天 轮 的 轴 的 高 度 位 置 作 水 
平 线 为 三 角形 的 底 边 。 











摩天 轮 形成 的 这 
个 三 角形 的 形状 
会 随时 间 变 化 。 















































W 
pae 
w 
ap 
ty 


也 请 记 住 ， 

















@ 角度 、 长 度 等 在 数学 中 使 用 的 一 些 概念 ， 今 后 也 会 经 常用 到 ， 为 了 便于 讲解 ， 现 在 
先 解释 一 下 。 


Bs: 


@ 在 一个 例 邓 里， 假设 了 一 个 直径 为 20m 的 摩天 轮 ， 在 数学 运算 中 ， 长 度 的 单位 
“K 并 不 是 很 重要 。 还 有 ， 摩 天 轮 的 半径 和 国 的 直径 等 ， 为 使 用 简单 ， 设 基准 = 
1 在 实际 应 用 中 ， 可 以 转换 成 长 度 、 电 压 之 类 的 物理 量 ， 总 之 ， 现 在 都 是 以 1 为 
基准 ， 像 这 样 ， 半 径 为 1 OOO. 

YERI ROME! 容易 理解 就 好 ! 

@ 为 了 便于 数学 上 的 运算 ， 设 以 半径 为 1 的 加 的 中 心 为 原点 ， 向 右 水 平 作 x 轴 ， 
向 上 垂直 作 》 轴 ， 这 里 ， 轴 是 基准 线 。 而 且 以 此 基准 也 可 测量 角度 。 这 里 面 的 
单位 加 的 半径 为 1， 是 长 度 ， 在 加 周 上 取 与 半径 相同 长 度 的 加 弧 ， 对 应 的 角度 为 
1 弧度 (图 2.1)。 


下 在 图 周 上 作 与 半径 相同 长 度 的 圆 弧 
\ 这 时 对 应 的 角度 9 为 1 弧度 






E 
半径 为 1 的 圆 为 单位 圆 





人 图 2. 1 单位 国 中 的 弧度 概念 


54 m% ZABM 


O as. aan 


(2) 在 三 角 函 数 运算 中 ， 弧 度 这 个 单位 能 大 大 的 简化 运算 ， 而 且 ， 在 半径 为 1 的 单位 贺 
中 ， 角 度 与 圆周 长 有 密切 的 关系 ， 用 弧度 可 以 很 容易 画 出 计算 的 图 形 。 


Oa soera 

@ 请 p 住 4 是 表示 角度 的 符号 . 
Qes ypenpse: 

Q e. meraaknaso? 


Ọ 对 ,是 四 周 率 ， /是 半径 . 也 可 以 这 么 说 ， 贺 周 率 * 是 因 周 长 与 直径 (2r) 之 
比 。 单位 贺 的 半径 为 1， 直 径 为 2， 那么 加 局 长 就 是 2+。 以 观 绩 车 为 例 ， 加 周 是 一 
个 纹 车 旋转 360 度 的 轨迹 的 长 度 ， 让 我 们 用 弧度 来 秆 量 吧 。 

圆周 上 长 度 1 的 加 弧 对 应 的 角度 是 1 弧度 。 

@ 对 ! 四 同 长 是 2+， 用 绵 度 表示 就 是 2+ 弧度 。 之 前 用 度 (还 有 分 、 秒 ) 表示 角度 ， 


将 角度 化 为 弧度 有 这 样 的 运算 360 E= 2*， 也 就 是 圆 弧 长 度 对 应 的 角度 表示 方法 
是 弧度 。 而 且 ， 角 度 与 弧度 对 应 关系 如 下 表 (R21). 


ORI 角度 与 弧度 的 对 应 关系 





7 
a 6 4 





8 jela 
g [nja 
各 


角度 /* 30 45 360 





O Re 


@ 对 啊 ! 将 圆 形 蛋糕 分 成 几 等 份 时 ， 把 圆周 一 一 也 就 是 蛋糕 的 圆 局 长 大 概 平均 的 分 
开 ， 类 似 这 样 的 感觉 ， 一 般 都 是 熟悉 的 大 小 弧度 ， 但 用 到 函数 时 就 变 得 像 有 标 
准 了 。 
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O arasta (图 2) . 


y y 


HEO 

4 (弧度 ) 

令 图 2. 2 正弦 函数 的 概念 

@ 请 @ 忆 一 下 之 前 讲 过 的 观 绵 车 的 例子 ， 纳 车 的 位 置 ， 也 就 是 加 周 上 做 旗 转 运动 的 革 
一 点 的 高 度 的 变化 记录 到 图 形 中 ， 与 图 2.2 是 相同 的 形状 。 

© ce nene. =azsm: 

@ 这 个 图 形 是 正 玫 男 数 也 0 sin 函数 .再 来 明确 一 下 函数 这 个 词 的 含义 。 看 这 个 图 
形 ， 模 轴 表 示 角 度 ， 纵 轴 表 示 单位 加 上 某 一 点 离 MNAE. VRE MWE y 
是 模 轴 AD MNBA. 

C) sin 是 表示 三 角形 的 高 呵 … 

(人 对， 与 放 转 运动 联系 起 来 ， 上 个 图 表示 从 0 二 0( 施 转运 动 刚好 在 x 轴 ) 开始 
运动 的 是 正弦 函数 。 以 x 轴 为 基准 ， 旋 转 的 任意 角度 〔 也 可 叫做 底 角 ) 的 大 小 
用 0 表示 ， 与 高 度 y 的 关系 用 y ==sin 0 RT- 








Mat-— 
a 
J 
a 
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@ sind 表示 的 是 单位 圆 上 某 一 点 的 高 度 ,也 就 是 对 应 的 y 的 值 ,而 相应 的 x 值 的 


变化 就 变 成 了 cos 0 。 
首先 0=0 时 ， 单 位 圆 中 这 个 点 对 应 的 x 轴 的 投影 的 长 度 与 半径 相等 ， 随 着 0 


慢 慢 增 大 ， 点 在 x 轴 上 的 投影 位 置 到 圆心 的 长 度 等 于 cos 。 用 图 形 表示 就 变 
成 这 样 了 (图 2.3) 。 





角度 (0) 0 
(弧度 ) 





多 图 2.3 余弦 函数 
Q ATIUM x = cose 式 子 来 表示 。 sind 表示 的 是 旋转 运动 的 点 在 y 轴 上 的 投影 
高 度 ， 相 对 应 的 用 cose 表示 在 x 轴 上 的 投影 长 度 ， 就 有 了 x = cos. RNB 
叫做 余弦 函数 也 中 cos HER. 
@ 5niezet… 


@ 对 ! 实际 上 正弦 函数 、 余 弦 函 数 都 具有 相同 的 基本 形状 ,为 了 比较 ,把 in 与 cos0 
两 个 图 形 放 在 一 起 看 一 下 吧 (图 2.4) ! 
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> 
sja 


n 


re 
a 


2n° 
人 图 2.4 sind 5 cos 
O wi: ane: 
E mam? 
@) os Rett sing 延 R 了 于 ,这样 就 容易 理解 它们 是 相同 的 图 形 了 。 sin 和 cos 
分 别 对 应 单位 圆 中 y 轴 投影 和 x 轴 投 影 长 度 ， 将 二 者 都 水 平移 动 了 ， sin 图 形变 
得 与 cos 图 形 相同 ，cos 图 形变 得 与 sin 图 形 相同 ， 可 以 理解 二 者 是 等 价 的 状态 。 
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—— 


一 5. 参数 表示 与 





@ 当 点 在 单位 圆 圆周 上 移动 时 ， 圆 局 上 所 有 点 的 底 角 用 0 RT Ax=cosd, y= 
sing ， 这 种 表示 方法 里 ， 0 作为 变量 叫做 参数 ， 这 也 是 三 角 函 数 应 用 的 重要 部 分 。 


(È tome. Mo EA x= cose 和 y= sino p, 某 -点 9 确定 后 ，x 和 也 确定 
T. 4 便 是 参数 。 
现在 ，0 确定 一 个 值 ， 根 据 x = cosg 和 y = sind 计算 得 到 一 组 (x，y)， 在 Xx-y 
平面 上 可 以 确定 一 个 点 坐标 。 此 处 ， 随 着 0 变化 ， 相 应 的 会 产生 许多 不 同 的 x， 
y) 组 ， 那 么 说 ， 将 所 有 的 0 的 值 都 计 算出 来 ， 得 到 点 (x,y) 的 集合 可 以 表示 为 
BEA (表示 国 周 上 所 有 的 点 ) 。 
在 初中 的 数学 知识 里 ， 函 数 写 为 y 一 ……， 只 有 一 个 式 子 ， 而 这 里 的 函数 表达 式 有 
两 个 都 他 有 0) 。 


O xteeran— 
Q 嗯 ， 还 记得 圆 的 表达 式 吗 ? 
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O e-waste, evens. 

@ sekme, 2yr: 

就 是 那样 的 。 

@ 四 是 到 呈 一 个 点 的 中 高 为 定 值 的 点 的 集合 ,这 些 才 符 合 加 的 表达 式 。 
= 这 是 怎么 回 事 呢 ? 


@ 地 先前 的 参数 代入 加 的 表达 式 中 ， 这 里 采用 的 是 半径 /为 1 的 单位 加 ， 将 X 二 
cos9，y = sing 和 7 = 1 都 代入 圆 的 表达 式 …… 
圆 的 表达 式 x*+y*=r? -cos20+sin?0=1， 这 是 重要 的 表达 式 。 
ERE (sind) Asina 表示 ， (cosb) 用 cos:0 表示 。 

O zera: 

@ tb 就 是 党， 根据 包 股 定理 就 可 以 得 出 来 . 

O n: aneres? 


Q # 这 可 拉 斯 的 三 角 平 方 定理 ， 直 角 三 角形 的 三 条 边 的 长 度 用 a。 DoE, ZC= 
90 度 ， 有 这 样 的 关系 : a+b. 


b a@+b?=c? 
B C 


Q wraexcave: 
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Q xmenvnunm: 用 参数 表示 有 x = cos y= sind. cos4 表示 直角 三 角 
形 底 边 长 度 ， sind 表示 高 的 长 度 〈 回 忆 一 下 观 缆车 的 例子 ) 这 样 ， 之 前 计算 得 
到 的 cos*0+sin? EP RRES a +b’ =c 是 同样 的 定理 。 


Q 用 这 个 定理 和 参数 表示 来 研究 图 周 上 点 的 旋转 运动 ， 可 以 得 出 三 角形 的 比率 的 
概念 
人 这 人 说 的 活 ， 上 课 6 时 候 计 三 角 函 数 ， 首 先 要 教 三 角形 的 比率 呵 …… 
Q fr 页 8 好 好 lboj 课 了 中? 
O …… 虹 着 者 而 在 学 音乐。 
OE 
Q nn- AIREBLXFEARANRRS. TRLN 也 就 是 说 旋转 运动 
某 一 时 刻 的 状态 ) ， 直 角 三 角形 的 斜 边 c， 底 边 a， 高 b 还 有 底 角 0 的 关系 有 这 样 
的 定义 : 
0 的 正弦 (sin): sing=2 ， 0 的 余弦 (cos): cos0= 忆 ， 
0 的 正切 (tan): tang= 
以 上 是 用 角度 表示 边 的 比率 ， 介 绍 了 三 角 范 数 的 定义 图 2. 5) 。 


2 
J 
ajo oja 





多 图 2.5 三 角 函数 的 定义 
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对 对 …… 就 是 这 个 ! 


@ 在 单位 贺 中 ， 半 径 /可 以 用 上 面 三 角形 的 斜 边 c 来 代替， 也 就 是 说 c = 1， 由 上 面 
的 定义 可 以 得 到 : 高 sin9=bp， 底 边 cosb=a。 


记 住 了 4 随时 间 变化 ， 就 很 容易 理解 声波 与 随时 间 变 化 的 物理 量 的 关系 了 。 


Oe 
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@ 学 习 三 角 图 数 时 ， 其 中 的 变量 4 表示 的 是 角度 ， 不 像 长 度 的 单位 为 米 (m) 、 时 间 
的 单位 为 秒 s) 、 重 量 的 单位 为 千克 〈kg)， 有 角度 在 这 里 没有 单位 ， 也 就 是 说 三 角 
函数 的 0 没有 物理 单位 ， 

© 网 没有 车 理 单位 ， 这 是 怎么 回 事 ? 

) 全 里 叶 变 化 是 研究 随时 间 变 化 的 物理 量 ， 没 有 物理 量 单位 确实 很 不 方便 ， 但 是 ， 此 
时 会 给 9 加 上 物理 量 单 位 . 

Qa. presem: 

八 ) 和 而 ， 傅 里 叶 变 换 在 处 理 随时 间 变 化 的 物理 量 时 ， 没 有 单位 的 话 会 很 不 方便 因此 
我 们 给 变量 0 加 上 物理 单位 。 

O e “5H” srr? 

Q 如果 不 好 好 的 )0 上 正确 的 物理 量 的 单位 ， 而 只 是 加 上 一 个 字 是 不 行 的 。 如 果 想 给 角 
度 变量 0 带 上 物理 单位 ， 必 须 随 着 研究 对 象 变化 而 变化 。 用 具体 的 例子 来 说 ， 像 
“每 秒 多 少 弧度 的 旋转 运动 ”这 样 的 研究 对 象 中 ， 给 9 加 上 单位 就 可 以 。 

É 0，t0 果 知道 了 施 乱 运动 的 束 度 ， 屠 也 自然 知 道 放 转 的 角度 9 了 。 变 量 0 没有 物理 
单位 ， 在 “每 秒 多 少 强 度 的 旋转 运动 ”中 就 有 单位 了 ? 
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@ 20. 兰 这 个 带 有 单位 的 变量 用 文字 表述 ， 就 是 物理 学 、 电 子 学 中 用 到 的 w。 这 个 
物理 量 w 叫做 角速度 。 一 般 的 速度 的 单位 都 是 米 / 秒 《ms) ， 而 角速度 的 单位 则 
是 弧度 / 秒 (rad/s)， 而 且 角 速度 也 可 以 用 快慢 来 形容 。 

@ anan, amara, 旋转-- 周 6min 360s) (360*= 2m , WA, & 
速度 就 是 -60 rads 了 ? 

@ 对 看 来 你 已 经 理解 了 物理 单位 这 个 知识 点 了 。 在 其 他 研究 对 象 中 ， 角 度 随时 间 


变化 的 快慢 是 旋转 运动 的 圆周 上 的 点 的 运动 速度 ， 都 可 以 作为 “每 秒 多 少 弧度 的 
旋转 运动 ”来 研究 。 在 这 些 研究 对 象 中 ， o 叫做 角 频 率 ， 角 频率 与 频率 有 很 大 的 


联系 。 
R! 频率 出 现 了 ! 


@ 总 结 一 下 ， w (rads) RU t(s) 得 到 物理 量 是 角度 ， 这 样 就 能 利用 三 角 函 数 的 变 
量 了 。 像 这 样 ， 时 间 变 化 量 (如 x、y) 就 可 以 直接 采用 角度 的 单位 rad 了 。 


O aren, wren, seme: 


我 想到 了 新 的 单位 [Rin]! 

Q u, 那 是 什么 呀 …? 

© anni: 今天 铃 差不多 是 92Rin 吧 ? 
@ … 星 ! ( 打 文 得 的 声音 ) 


O en 
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假如 由 为 一 定 值 ， 那 么 sin of 
函数 藕 可 以 进行 运算 了 。 也 就 
是 说 ，sin wt 是 随 着 1 变化 的 函 
数 关系 ， 


随时 间 变 化 的 结果 用 图 形 表 示 出 
来 ， 变 成 了 与 以 一 定 速度 振动 的 正 
发 函数 相同 的 形状 








Bebb Ht fit, —J 
画 出 这 样 的 图 形 


之 前 用 wt 的 时 间 1 为 横 轴 的 ， 这 里 用 由 为 横 轴 ， 
看 一 下 ， 就 变 成 这 样 了 。 


r 
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由 于 四 为 一 定 值 ， 半 径 r 不 随 想象 一 下 有 三 个 园 ， 固 周 上 的 
由 变化 ，ww 与 半径 r 的 图 形 就 4 : 点 旋转 的 速度 各 不 相同 。 


它们 的 半径 分 别 为 1，2，3， 
AAP SLE NHR, 


三 个 点 运动 的 位 置 随时 间 变 
化 ， 是 时 间 的 函数 ， 用 图 形 表 
示 是 三 个 不 同 的 正 履 函数 。 


























if a 
nim 
V 

















这 个 图 中 ， 横 轴 越 往 右 ， 表 示 角 
RAAR, Miik, AEN 
的 半径 越 大 。 








68 第 z 章 ZATEM 


M 有 想起 什么 ? 


Ht, AMAT ARRORE, A “F 
DARSI” HARPO, ERRINA 
aT. 
[i 
r | | 
\ | [N 
~ 看 到 刚才 的 图 形 有 没 | | 














对 ! 就 像 刚才 
看 到 的 ， 





将 三 角 函 数 有 关 的 物理 量 的 图 转换 
一 下 ， 就 画 出 了 谱 的 图 形 。 


将 时 间 函 数 与 频率 谱 
联系 起 来 了 。 










这 就 是 将 波形 转 
换 为 谱 的 最 直接 
的 概念 。 


在 这 样 的 情况 下 ， 将 波形 
分 出 一 段 区 间 范 围 ， 将 这 


个 区 间 范 围 作为 往返 的 周 
期 ， 这 样 可 以 进行 频率 谱 


不 过 这 是 以 后 
要 讲 的 了 。 


以 前 也 说 过 传 里 
叶 变 换 中 ， 波 形 
需要 满足 有 一 定 


可 是 自然 现象 很 多 都 不 
满足 这 个 条 件 。 




















把 这 个 贴 在 校园 里 ， 表 定 有 很 多 人 来 应 征 ! 


别 ， 
BEAR! 
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DAA 那 休息 一 会 儿 ， 我 给 
? 你 们 讲解 一 下 吧 ! 
CR ; 
Y 


绘 里 泰 说 今天 的 学 习 
是 研究 过 山 车 呢 ! 





为 了 学 习 伟 里 叶 变 换 ， 一 定 要 
学 习 三 角 函 数 ， 它 是 以 sin 和 
cos 函数 相关 知识 为 中 心 的 。 





=.) = nan 


PA x Wht 
| 变换 有 关系 了 ? 


需要 对 三 角 函 教 的 
冬 法 进行 积分 运算 。 








要 先 理解 与 积分 害 切 
相关 的 微分 知识 。 








HHA, HAY AS 
是 从 微分 开始 讲 的 ， 
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切 出 一 段 过 山 车 轨道 
的 曲线 来 ， 用 插 着 
旗子 的 柱子 在 左右 标 
记 ， 过 山 车 轨道 下 面 
部 分 用 柱子 界定 的 面 
积 要 怎么 求 呢 ? 

















这 样 突 然 讲 复杂 的 
曲线 会 很 难 理解 ， 





插 着 恋 子 的 柱子 作为 
左右 两 条 边界 。 





那么 首先 用 很 
RE AS 
来 说 明 一 下 。 


看 函数 一 1 的 图 形 与 x 轴 
力 成 的 范围 。 


从 x=0 到 x=3， 求 转 成 的 长 
方形 的 面积 。 
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这 里 的 长 方形 高 度 二 1， 长 度 二 3， 
面积 用 1 X3 王 3 很 快 就 计算 出 来 了 。 


— 
7 h 


J 三 1 的 函数 图 形 与 x 轴 
之 间 的 空间 ， 从 x=0 
开始 到 某 个 x 值 ， 这 个 
长 方形 的 面积 与 这 个 x 
值 相等 。 








是 啊 ! 


y 
是 理所当然 的 事情 呢 ! 
q 


ay 
WA 
















3 上 图 的 面积 
amen | 


-Las 


o 


区 间 从 0 到 3，dx 一 3， 在 这 里 ， 积 分 
求 得 的 值 与 用 图 形 求 得 的 值 相等 。 4 


将 这 个 计算 用 积分 符号 的 式 子 
表示 出 来 就 变 成 这 样 了 。 











MAD, Ay = 1 这 个 函数 ， 


庆 二 0 到 x 二 3 求 定 积分 ， 
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虽然 数学 式 于 看 着 很 难 ， 


对 这 样 的 函 教 设 定 一 个 
区 间 ， 定 积分 是 用 来 求 
这 个 区 间 的 面积 。 


但 是 明白 了 其 中 的 
意义 肯定 就 很 容易 
理解 了 ! 





传 里 叶 变 换 中 采用 的 积分 在 


对 不 同 的 函数 ， 积 分 六 
积分 中 叫做 定 积分 ， 8 ate 


不 能 很 清楚 地 说 明 ， 但 是 
用 图 形 就 能 比较 直观 地 求 
出 来 。 


首先 看 之 前 的 
“y= FR” 








[ax]? 


— 
QCb-o) 


变 成 了 纵向 与 横 
向 相 乘 的 形式 


1 


2. 常数 函数 的 积 
4 P 


i" 


入 


if 








@ 积分 包括 与 稍 后 讲解 的 微分 有 关 的 不 定 积分 和 现在 讲解 的 定 积分 。 定 积分 实际 上 是 
将 积分 空间 取出 来 ， 对 此 进行 计算 ， 求 得 某 个 面积 值 ESE) 。 而 不 定 积分 的 
结果 是 函数 ， 不 是 某 个 数值 。 学 校 里 是 先 讲 不 定 积分 。 当 然 ， 如 果 理解 了 不 定 积 
分 ， 也 就 能 理解 定 积分 了 。 

不 过 ， 定 积分 与 求 面积 的 问题 有 密切 关系 ， 在 研究 这 个 概念 时 ， 就 算 不 懂 不 定 积 
分 ， 也 能 进行 学 习 。 在 此 看 看 y = a 从 x = 0 到 x = b 的 定 积分 吧 (a, b 都 是 党 
数 ) ! 很 容易 明白 面积 就 是 axb。 


O swaweucswamre: 
Q 将 此 用 积分 计算 ， 图 形变 成 这 样 (图 3.1) . 


面积 axb b 


x =ab 
0 b 


人 图 3.1 y=a、x=b 代入 微分 公式 


@ 那么 ， 将 这 个 式 子 具体 的 解释 一 下 ， 等 式 左边 部 分 的 意思 是 “对 函数 y= a 在 x 方 
向 上 关于 x = 0 到 5 求 定 积分 ”。 S 上 下 弯曲 的 符号 叫 积分 符号 ， 表 示 对 后 面 的 式 
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子 求 积分 。 积 分 符号 的 上 下 标 有 小 的 文字 或 数字 (在 这 里 是 0 和 b) ， 这 表示 积分 
的 空间 ， 下 面 的 值 表示 区 间 的 起 始 值 ， 上 面 的 值 表示 区 间 的 结束 值 。 


人 邢 ，dx 是 H 么 意思 呢 ? 


@ d 表示 微小 的 意思 ， dx 表示 x 的 微小 变化 量 。 积 分 就 是 将 微小 区 间 的 面积 一 点 点 
加 起 来 ， 从 而 求 整个 区 间 的 面积 的 方法 。 


O zem: 

@ 在 这 里 a 是 定 值 ， 那 在 x 上 的 积分 就 是 ax。 a 在 x 上 的 积分 是 ax 的 理由 稍 后 
用 与 微分 的 关系 进行 说 明 。 总 之 ， 这 里 先 理解 这 个 : 将 ax 放 在 中 括号 里 中 、 在 
中 括号 的 右边 写 上 积分 区 间 @， 然 后 将 定 值 a 放 到 中 括号 外 ， 这 样 就 做 好 了 往 
变数 x 里 代入 定 积分 区 间 的 准备 @。 这 样 ， 将 积分 区 间 代 入 Xx， 用 终点 值 〈 积 
分 符号 上 面 的 值 ) 代 入 得 到 的 值 @ 减 去 用 起 始 值 (积分 符号 下 面 的 值 ) 代入 得 
到 的 值 @ (图 3.2) 。 


bs 一 

eadr= la]? 
CN 
Safa], 


ONON 


=a(b-0) 
=ab 
图 3. 2 y=a, x=b 的 积分 运算 步骤 


O sana: 

© wrormengam. MER. y= a TUBER yaxx zax] 《请 记 住 不 
管 什么 数 的 0 次 方 都 等 于 1) ， 这 样 的 函数 叫 常 函 数 ， 请 注意 对 常 函 数 进 行 积分 可 
以 得 到 类 似 y = ax 的 一 次 函数 。 


"a RF x 的 不 定 积分 严格 上 说 应 该 是 ax + C (CARED) . RERESERA, Blt. 为 常数 项 也 可 以 不 考虑 。 








@ 再 看 一 个 例子 ,这 次 是 y = x 这 样 的 一 次 函数 ， 这 个 
函数 的 图 形 是 通过 原点 的 直线 (图 3. 3) 。 

Q 这 个 y = x 的 仙 线 与 x 轴 之 间 转 成 的 范围 ， 求 从 x =0 
到 x = 1 区 间 的 面积 。 x = 1 时 y = 1， 需 要 求 的 面积 
可 以 用 简单 的 三 角形 面积 公式 来 计算 .还 记得 三 角形 的 
面积 公式 I3? 

Q e-ser: MIK x 高 +2， wi? 

正确 ! 来 算 一 下 …… 1X1+2 = 1/2， 那 么 x = 2 的 时 候 又 会 怎么 样 呢 ? 





多 图 3. 3 y=x 的 图 形 





@ 2x2+2=2. 


@ 对 ! 可 以 说 , y = x 的 函数 与 x 轴 转 成 的 从 x = 08) x -n 之 间 的 三 角形 的 面积 是 
— 

— 本 = 分。 也 就 是 说 对 y =X 在 x 上 的 积分 会 得 到 X, emma 

积分 得 到 一 次 函数 一 样 ， 求 y = x 与 X 轴 之 间 范围 的 定 积分 ， 得 到 的 结果 是 二 


RBA. 
Q n: arae: 


@ 那么 ， 一 般 到 此 都 会 有 这 样 的 想法 ， 积 分 一 求 面 积 ， 严 格 地 说 ， 用 积分 的 性 质 来 求 
面积 是 非常 方便 的 ， 虽 然 积分 是 很 深奥 的 数学 知识 ， 但 是 在 备 里 叶 变 换 的 运算 中 ， 
只 学 习 与 此 相关 的 积分 知识 就 可 以 了 。 
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& 作为 计算 本 里 上 变换 的 工具 而 采用 积分 …… 
就 是 这 样 的 ! 这 条 直线 与 x HORNED, RAX = a 到 x = b 的 梯形 的 面积 要 
怎么 做 呢 ? 在 这 里 ， a 和 b 都 是 正常 数 (图 3.4) 。 

人 FER x= 0 到 x= b 的 大 三 角形 的 面积 然后 从 中 减 去 x= OB) x= a 
的 小 三 角形 的 面积 不 就 可 以 了 (图 3.5) ? 





a — 


O34 求 x 二 a 到 x 二 b 的 梯形 O35 从 x 二 0 到 x 二 b 的 三 角形 面积 中 减 去 从 x 三 0 到 
面积 x 三 a 的 三 角形 面积 
@ 对 人 x = 0 到 x =b 的 大 三 角形 的 面积 中 减 去 x = 0 到 x = a 的 小 三 角形 的 面 
积 ， 得 到 简 形 面积 是 -0) 。 
O xem: 
Q 我 用 积分 来 计算 -下 ,有 下 面 的 式 子 
[ae] 
a 2 Je 2 
这 个 式 子 的 左边 是 对 y 二 x 从 x = a 到 x = 进行 定 积分 ， 右 边 表示 计算 的 步 
艰 ， 中 括号 里 面 是 式 子 左边 积分 得 到 的 -六 ， 中 括号 外 右边 上 下 的 数值 与 等 式 左 
边 的 积分 符号 上 下 的 数值 相 同 ， 兰 常数 放 到 括号 外 面 ， 将 区 间 上 面 的 代入 最 
后 的 式 子 得 到 计算 值 ， 减 去 区 间 下 面 的 3 代入 后 得 到 的 计算 值 ， 从 而 得 到 结果 ， 这 
样 就 完成 定 积分 的 计算 了 。 


这 个 也 用 积分 公式 计算 出 来 了 呢 ， 结 果 与 之 前 说 的 从 x = o x= b 的 大 三 角形 的 
面积 中 减 去 x = 0 到 x = a 的 小 三 角形 的 面积 计算 的 结果 相同 呢 ! 
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ye 








@ 到 此 为 止 ， 关 于 x 的 0 次 方 的 函数 和 1 次 方 的 函数 的 积分 已 经 简单 地 解释 了 一 下 。 
PREM, Ex 的 n 次 方 函数 中 ， 我 们 已 经 学 习 了 mm = 0 和 n = 1 的 情况 ， 那 么 ， 
我 们 来 推测 看 看 y = x" 函数 的 积分 会 是 怎样 的 ? 


O ane REAS- 


@ 那么 ， 我 们 稍微 整理 一 下 ， 首 先 ， 最 初 的 例子 y =a (y = axx') 对 应 于 n = 0， 
这 个 函数 对 Xx 积分 得 到 1Xaxx' (= ax) (图 3.6) 。 


VY 
JTI a a A 


a 
y=axx” E xaxxŤ æ ax 
= (1 次 式 ) 


x 
03.6 y=a 的 积分 


(全 | BERIT y=x-x) 男 数 的 积分 ， 从 图 形 表示 的 面积 关系 得 到 二 党 《图 3.7)。 











多 图 3. 7 y=x 的 积分 
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Q wa, eee—F, /=x 男 数 的 积分 会 是 怎样 的 . 


@ ,= 时，* 前 面 的 系数 为 1 了] nt 时 系数 是 1， 根据 之 辣 的 联系 类 推 ， 
一 般 "次 方 函数 的 积分 结果 的 系数 是 …… 
@ Bh 吧 … (图 3.8) 
得 到 USO q ARBAR 
n=O anarem O) maa 2 的 积分 结果 的 系数 是 "H 


多 图 3.8 ”类推 一 般 m 次 方 函数 的 积分 结果 的 系数 


@ 对 ! 很 有 意思 的 类 推 呢 ! x 的 指数 也 是 ， n = 0 时 的 积分 得 到 x'， x = 1 时 的 积 
分 得 到 x*， 以 此 类 推 ， n 次 方 的 积分 结果 为 x BUSH x” (83.9). 


X 的 指数 X 的 指数 3 以 此 类 推 n 次 方 函 
“n0, ——— Ë “e, — ** ys 


等 于 等 于 数 的 积分 指数 等 于 
OH3.9 一 般 情况 下 ，n 次 方 的 x 的 指数 以 此 类 推 
O 三 akm' 
Q A-T. Yy 函数 进行 积分 ， 积 分 得 到 的 函数 是 : 
see? wae 
仅仅 从 这 么 几 个 例子 证 明 中 推测 出 全 体 此 类 函数 的 结果 ， 从 数学 上 来 说 是 欠 严 说 
性 …… 
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a 





























@ 秒 么 ,我 人 @ 到 过 山 车 的 话题 上 来 吧 ! 
© n: Baidu 车 r 来 了 ! 


僵 ) 俱 如 ， 在 图 形 中 取 间 隔 为 1 米 的 小 区 间 ， 计 算 区 间 的 高 ， 求 区 间 与 过 山 车 轨道 图 
成 的 面积 ， 将 大 区 间 分 为 许多 这 样 的 小 区 间 ， 依 次 按 顺 序 求 这 些 区 间 的 面积 ， 加 
起 来 而 得 到 大 区 间 的 面积 (图 3. 10) 。 



























































Im 
=1X7+1X7+1X7+1x6+1x5+1x4+1x4+1x3+1x3+1x3+1x3 
像 这 样 先 求 小 区 间 的 面积 ， 加 起 来 就 能 得 到 大 区 间 全 体面 积 。 
083.10 间隔 为 1m 的 区 间 的 面积 的 和 
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Q nzas. szesise! 


@ 小 区 间 的 间隔 取得 越 小 ， 求 得 的 大 区 间 的 面积 就 越 准确 ， 这 是 教科 书 中 定 积分 的 
概念 。 


& ren, anise 


@ 嗯 ， 是 这 样 ， 这 种 方法 ， 在 数学 表达 式 数学 函数 ) 无 法 表示 的 场合 ， 就 用 计算 机 
来 计算 。 


© isn: 


@ 不 过 ， 有 的 情况 下 需要 求 的 面积 能 够 用 简单 的 表达 式 表示 ， 如 果 理 解 了 概念 ， 不 用 
计算 机 也 能 计算 出 来 。 因 为 简单 表达 式 的 定 积分 ， 计 算 过 程 简单 
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9 掌握 了 积分 的 基本 概念 ， 接 下 来 讲 微分 吧 。 微 分 其 实 就 是 积分 的 逆 运 算 。 


O wax 
全 六 是 反 过 来 运算 ， 举 个 例子 …… 
2 乘 以 5 答案 为 10， 假 设 这 个 运算 叫 顺 运算 的 话 ， 那 么 ，10 除 以 5 得 到 2 RUME 


运算 ， 
O aro 


@ 那么 说 ， 对 A 进行 积分 得 到 B， 逆 运算 ， 对 B 进行 微分 得 到 A。 当 然 微 分 不 与 积分 
联系 起 来 ， 也 能 掌握 微分 知识 。 首先， 解释 一 下 微分 的 基本 概念 ， 函 数 的 切线 。 
GS … 函 数 的 切线 ? 
Q 画 数 上 一 点 的 切线 ,是 过 这 个 点 与 图 形 相 切 的 直线 。 然 后 研究 切线 的 斜率 。 直 线 的 

斜率 等 于 纵 轴 的 变化 量 除 以 横 轴 的 相应 变化 量 .。 





o 等 一 下 ! 过 点 相 切 的 直线 的 斜率 是 什么 ? 点 也 有 斜率 吗 ? 是 这 个 点 的 斜率 ， 还 是 直 
线 的 ， 到 底 是 哪个 的 ? 


Q wa, 冷 部 一 下 .具体 的 意思 很 简单 ， 等 一 下 我 们 再 解释 . 
假设 有 个 沿革 复杂 曲线 走向 的 一 段 台 阶 ， 某 一 个 台阶 取 做 A 点 ， 相 邻 的 台阶 取 
做 B， 在 这 里 A 和 B 之 间 有 纵向 变化 又 有 横向 变化 ， 连 接 AB 点 得 到 的 直线 就 有 
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斜率 (图 3.11) 。 





无 限 接近 就 成 
为 了 A 点 的 连 线 


图 3.11 关于 台阶 的 斜率 : B 无 限 接近 A，AB 直线 就 会 变 成 过 A 点 的 切线 


(2) 这 个 A 和 日 越 来 越 接近 的 话 ， 台 阶 的 宽度 越 来 越 小 ， 最 后 A 和 B 重合 在 一 起 ， 达 
到 这 个 极限 时 AB 直线 就 变 成 了 切线 了 ， 这 个 切线 上 纵向 变化 量 除 以 横向 变化 量 就 
能 得 到 切线 的 斜率 了 。 


Q ses, cansexexee-- 
Q anmernanse. 
© mroenoowawrwenwe? 


91 













































































92 


@ sewn, VAR rE ROBBEN. 
O BAER? 
俐 积分 的 地 运算 是 微分 ， 那 么 对 二 次 函数 进行 微分 应 该 得 到 一 次 函数 。 积 分 的 例 


1 
子 ， 对 y = x 进行 积分 得 到 T HORTZA, y= 3 进行 微分 就 会 得 
Bly=x. 


O xem: 


B BFR: y= 入 和 到 yon， 对 此 运算 进行 地 运 算 , Ry =, y = 
* 等 函数 的 微分 如 图 3. 12 所 示 。 


这 个 部 分 将 系数 1 分 解 为 了 2 






































9 图 3. 12 ”从 积分 的 送 运算 考虑 y= 总 和 y=* 的 微分 : 为 了 使 系数 仍 保持 为 1, 乘 以 2 
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利用 逆向 思维 分 析 积分 表达 式 能 求 得 微分 啊 ! 


(6) 对 啊 ! 但 是 ， 每 次 都 这 么 分 析 是 很 麻烦 的 ， 根 据 上 图 可 推导 出 规律 性 来 。 y =x 的 
微分 结果 是 y =2x. y = 的 微分 结果 是 y =3X:， 依 次 类 推 分 析 对 y=x" 微 分， 得 
到 的 微分 函数 为 y =x 微分 下 (n+1)x" 或 者 将 n 换 成 (n-1)y =x R> nx. 


© 网， 很 快 就 求 出来 了 呢 ! 


@ 基于 此 ， 我 们 来 研究 一 下 二 次 函数 y =x 的 切线 吧 。 之 前 我 们 证 明了 y =x 的 微 
分 结果 是 y 一 2X。 由 于 微分 的 结果 是 求 斜率 的 函数 ， 试 着 将 x 的 坐标 代入 到 这 个 
式 子 中 。 将 x=1 代入 这 个 式 子 得 到 y=2， 将 x=2 代入 得 到 y=4， 因 此 很 容易 
明白 了 ， 分 别 过 这 两 个 点 的 切线 的 斜率 为 2 和 4 (图 3. 13)。 


(过 x=2 点 的 切线 ) 
=4x—4 
Tad 


(过 X=1 点 的 切线 ) 
=2x 一 1 
TRAD 











@ 图 3.13 y=x RNAF 
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合身 边 看 图 边 思考 ， 关 于 函数 y = 的 切线 的 斜率 的 表达 式 ， 过 时 个 点 的 公 率 是 这 
个 点 x 值 的 2 倍 。 

Qe sxe 

@ sasumamnesemmeman. £2 也 可 以 写成 : (x)'=2x。 这 个 结 
果 2x 也 是 关于 x 的 函数 ， 把 这 个 的 表达 式 叫 侯 原画 数 的 导 画 数 。 

GB wa， stase? 

@ ) we reese” aves. y=f0 的 入 分 可 以 写成 卫 fo0， 在 简 
化 的 情况 下 也 可 以 采用 ( V ES. V 在 汉语 中 读 作 “…… 的 微分 ”， 这 种 叫 
AEOS. 

O BS MERR CDRA” DABI- 

@ 是 一 下 ， 大 多 数 函数 能 直接 进行 微分 计算 ， 而 积分 并 不 是 看 见 图 数 就 能 马上 计算 册 
来 结果 的 。 不 过 ， 由 于 积分 是 微分 的 地 运算 ， 知 道 了 微分 的 结果 ， 采 用 逆 运算 能 很 
简单 地 求 出 积分 来 。 例 如 ， 一 个 函数 是 时 个 原 图 数 微分 的 结果 ， 那 么 这 个 原 图 数 称 
为 原始 函数 。 定 积分 的 计算 中 写 在 中 括号 里 面 的 函数 就 是 原始 函数 。 还 有 ， 求 原始 
函数 的 运算 正 是 不 定 积分 。 


O 不 定 相 人 里 tb 出 现 了 呢 … 
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Q 现在 来 学 习 正 玫 男 数 的 微分 吧 1 
O rane eARERaMEs Roose Rs? 


Q 对 ! 首先 ， 来 研究 一 下 y = sinx 这 个 函数 。 在 x = 0 这 个 点 ， 切 线 的 斜率 是 1。 随 
着 x 值 的 逐渐 增 大 ， 和 斜率 在 慢 慢 变 小 。 也 就 是 说 微分 值 随 着 x 值 的 增 大 而 在 逐渐 减 


小 (图 3.14)。 








3.14 y=sinx 各 点 的 切线 的 斜率 


4x5 ot 切线 斜率 变 成 了 0， 而 且 随 着 x 增 大 ， 斜 率 变 成 沿 着 右 下 方向 走 
向 ， 斜 率 为 负 值 ， 倾 斜 程度 逐渐 增 大 〈 负 的 倾斜 程度 增 大 ， 数 值 在 减 小 ) 。 那 么 当 
x=x 时 ， 倾 斜 程度 最 大 ， 斜 率 为 -1， 当 x=2x 时 ， 斜 率 为 +1。 这 个 过 程 会 反复 出 


现 ， 将 这 个 斜率 的 变化 过 程 用 图 形 表示 ， 如 图 3. 15 MR- 
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sin xf 








$03.15 y= sinx 的 斜率 的 变化 
O xxanreve: 
O zz 肖 说 了 摩天 轮 的 例子 ， 现 在 请 回忆 起 之 前 从 过 的 摩天 轮 ， 
她 过 山 车 之 前 坐 的 呢 ! 


@ 斜率 的 变化 就 像 之 前 看 到 的 并 不 是 一 个 定 值 。 摩 天 轮 的 观 缆车 从 与 轴 心 相同 的 高 度 
开始 运动 ， 开 始 的 时 候 高 度 在 逐渐 增 大 ， 当 接近 顶点 时 ， 感 觉 暂时 停 在 顶点 了 ， 高 
度 没 有 怎么 变化 。 之 后 ， 高 度 逐 渐 降低 ， 降 低 的 速度 越 来 越 快 ， 当 经 过 与 轴 心 相同 
的 高 度 时 速度 最 快 ， 接 着 ， 高 度 的 变化 又 变 得 越 来 越 慢 了 (图 3. 16) 。 


这 里 高 度 变化 速度 几乎 不 变 





在 这 里 下 降 速 度 最 快 在 这 里 上 5 





在 这 附近 高 度 变化 速度 几 乎 不 变化 


OT 


图 3. 16 研究 摩天 轮 的 观 缆车 高 度 的 变化 情况 
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© 啊 ! 确实 是 ， 从 下 面 坐 观 缆车 上 去 的 时 候 和 快 到 顶点 的 时 候 ， 都 感觉 很 要 ， 而 在 上 
升 和 下 降 的 时 候 ， 情 况 就 不 是 这 样 的 。 

Q 有 印象 了 ? 观 缆车 在 以 一 定 的 速度 旋转 ， 研 究 高 度 的 变化 ， 发 现 最 高 点 和 最 低 点 的 
高 度 的 变化 速度 几乎 为 零 ， 而 在 中 间 ， 高 度 的 变化 速度 变 得 很 大 。 请 记 住 高 度 的 变 
化 快慢 用 图 形 表示 出 来 是 正弦 函数 呢 (图 3. 17) 。 


时 间 









re 
高 度 的 变化 


(一 ) 的 高 度 3 
的 变化 速度 下 降 的 速度 最 大 


人 图 3. 17 观 缆车 的 高 度 图 和 高 度 变 化 的 速度 图 






上 和 的 速度 最 大 ， 
高 度 的 变化 速度 为 0 


@ 这 个 “ 育 度 的 变化 速度 "是 正 歼 函 数 的 微分 图 数 ， 是 正 歼 函数 的 导 图 数 ， 还 记 
得 这 个 形状 的 图 吗 ? 

OO 

O 对 Hee, VEZEN sinB HIRNANNERERAER (cos B 
数 ) ! 用 等 式 表示 ，(sinx)， =cosx。 也 可 以 说 ，cos 的 原始 台数 是 sin BAL 

© OB! 

作 ) 到 此 为 上 没有 用 数学 表达 式 ， 孝 是 边 看 图 边 解 各 的 ， 现 在 我 们 也 内 带 在 图 形 中 用 一 
些 数学 式 子 来 证 明 一 下 吧 ! 
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@ snc: 以 之 前 的 知识 为 基础 ， 加 油 学 习 吧 ! 
首先 ， 将 单位 加 取出 四 分 之 一 ， 从 X 轴 开 始 某 个 0 《弧度 ) 对 应 的 点 人 的 高 度 
根据 之 前 讲 三 角 图 数 的 知识 有 , y= sind. 
此 时 0 增加 很 小 的 幅度 49， 移动 到 B 点 ， 研 究 高 度 的 变化 量 ， 利 用 三 角 图 数 定理 


得 到 下 面 的 图 (图 3.18) 。 


y 






近似 


— 
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RE PHO 扩大 化 了 








研究 dA 对 应 的 直角 三 角形 ， 
过 A 点 做 切线 , d 对 应 的 直角 
边 的 长 度 与 49 很 接近 ， 

叫做 “d2 近 似 量 "。 


seal 


将 此 直角 边 “ d6 近 似 量 ”向 轴 投 影 得 
到 “高 度 变化 近似 量 "， 根 
wo 角 和 为 180 度 得 到 角 人 等 于 一， 根据 





= 角形 内 


那么 “高 度 变化 近似 量 ” 
=a = dgxcos6 


人 图 3.18 求 高 度 y 的 变化 


@ 这 样 高 度 的 变化 量 为 40 Xcosd. ARS, “do 近似 量 ”、“ 高 度 变 化 近似 量 ” 这 
些 比较 暧昧 的 表达 方式 不 会 带 来 问题 ， 这 些微 小 变化 量 ， 当 接近 于 极限 时 它们 与 正 


确 值 相 等 。 这 样 我 们 明白 了 高 度 y 的 变化 快慢 是 这 个 点 的 角度 9 的 余弦 函数 。 
O 高 度 Y 是 正弦 函数 ， 变 化 快慢 …… 也 就 是 微分 后 的 dg Xcos 的 cosd 呢 ! 
@ 很 小 的 y 的 变化 ， 也 就 是 sin9 的 变化 可 以 写成 d (sind) , d (sind) = dbcosb ， 


Sind 的 各 个 点 的 切线 斜率 的 函数 是 cosb 。 
那么 ， 来 研究 看 cos 函数 的 导 函 数 是 什么 吧 ! 


y = cosx 中 ， 当 x = 0 时 ， 切 线 斜率 为 0， 随 着 x 增 大 ， 切 线 斜率 变 成 员 的 ， 倾 代 程 
REMIRIGK, x= 本 时 最 大 ， 斜 率 为 -1, x = x AINE 


， 之 后 的 变化 是 与 之 
相同 的 增 大 过 程 。 这 个 形状 正好 与 y = sinx 关于 x 轴 的 对 称 图 形 相同 (B3.19) 。 
























0 n 3 和 mgn myn 
3.19 cos 函数 的 导 函 数 
Q tb 就是 说 ，y = cosx 的 导 函数 是 一 sinx。 这 里 也 用 先前 的 图 来 研究 一 下 ， 刚 好 将 


X 与 y 互 换 一 下 ，sin 与 cos 互 换 一 下 ， 不 过 ， 随 着 9 OBA, x 减 小 ， 需 要 加 上 
-TAS (图 3. 20) 。 


+1 







切线 的 斜率 =0 





切线 的 斜率 =-1 
ar] 


切线 的 斜率 =0 
+ 








将 cos 的 斜率 用 图 形 表 示 

















cosx 的 斜率 的 图 形 与 -sinx 的 图 形 相同 


图 3.20 y= cosx 的 导 函 孝 的 研究 方法 
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原来 如 此 啊 ! sin 与 cos 关系 还 真是 好 呢 ! 


@ 我 们 之 间 的 关系 也 要 一 直 很 好 啊 ! 
那么 ， 将 这 个 关系 用 表达 式 表示 ，(cosx)' = -sinx， 两 边 都 添加 一 个 负 号 …- 
(cosx)，=sinx，sin 函数 的 原始 函数 ， 也 就 是 积分 以 后 的 丽 数 是 负 的 余弦 数 。 


Ove. szam: 

(e) 确实 有 点 乱 ， 那 么 整理 一 下 三 角 函 数 的 微分 和 积分 …… 
(sinx)'=COSX …… sinx 进行 微分 得 到 cosx 
(cosX)'= -SinX …… Cosx 进 行 微 分 得 到 一 SinX 
Jsinxdx= — COSX s+ sinx 进行 积分 得 到 一 COSX 
jeosxdx =SinX eee Cosx 进 行 积分 得 到 SinX 
对 照 着 图 一 起 看 ， 很 快 就 明白 了 。 

R! 这 样 就 清楚 了 ! 能 与 图 一 起 表示 的 活 ， 就 很 容易 明白 了 ! 


100 mE 积分 与 微分 








9. 三 角 函 数 的 定 积分 


掌握 了 关于 三 角 函 数 的 
微分 和 积分 的 概念 ， 


那 求 sinx HRA x = 0 F) x=n Hh 














中 括号 里 的 -cosx 和 


















一 cosx 是 sinx 的 原 
数 呢 ! 


BH 
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x 
下 
接着 把 区 间 上 限 区 代入 -cosx P, ind - [-cosx 
#51 cosn=-l, \s adx Le sx], 
o Sanu yy P 


2 =-( cos T-CoS0) 










下 限 的 0 代入 得 到 cos0=]， 
中 括号 前 面 还 有 负 号 …… 


wow 


cosn、cos0 的 值 可 以 从 
单位 国 的 点 的 旋转 运动 





cost 180°, 
等 于 一 1。 
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求 这 面积 








LS 


| sin xdx = [-cosx Je 


0 







= ~(Cosh-CoS0) 


HARLEM, ER 
还 真是 简单 呢 ! 











SAL BRR AE 
所 带 来 的 好 处 蛾 ! 


接着 ， 






区 间 从 0 到 2， 

















£ 一 个 周期 的 定 积分 的 值 又 会 是 
å 多 少 呢 ? 





104 mE 积分 与 微分 








看 图 就 会 明白 ， — 
的 函数 的 值 是 页 








以 防 出 错 ， 把 上 限 2r 和 下 限 
0 代 进 来， 


区 间 的 上 限 代 入 得 到 
cos2r=1， 区 间 的 下 限 
代入 得 到 cos0=1， 












an 2m 
Sinx dx = [-cos XI, 


: RHR PRA RY HB A 


内 关于 x 轴 上 下 对 称 ， 


—1 


那么 定 积分 的 值 总 是 0。 
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再 举 个 余 改 函数 的 例子 看 
一 下 吧 ， 


这 个 图 形 也 是 关于 x 轴 上 
下 对 称 ， 从 图 形 上 就 可 以 
看 出 积分 值 等 于 0 呢 ! 









例如 ，eosx 从 0 到 r 区 间 的 
定 积分 。 





那 来 计算 计算 ， 
看 一 下 吧 ! 


Cosx 的 原始 函数 是 sinx。 


像 上 个 例子 一 样 ， 把 上 限 t 和 下 限 
0 代入 得 到 : sinr-(sin0)-0-0=-0。 












下 


(eosxdx sleine 
0 
= 0 -0 





AT snc cove R MA AHA ; 
其 定 积分 的 概念 已 经 字 握 了 pd 


到 这 样 的 话 ， 




















像 这 样 逐渐 掌握 了 概念 ， 


íR 
我 不 会 放弃 数学 的 ! 
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数学 考试 分 数 超过 及 格 线 10 分 还 








aD AI 


\ 








S 
nes 


LAL 
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不 …… 不 管 起 么 说 ， 你 们 两 个 部 
对 数学 产生 了 兴趣 就 很 好 了 。 
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函数 的 四 则 运算 与 
波形 的 合成 有 直接 























将 函数 A 的 图 形 中 
灯 个 x 值 对 应 的 高 度 
(=y) @ 加 上 函数 
B 的 图 形 中 相同 x 值 
对 应 的 高 度 =y) 
@， 得 到 通 数 A 和 B 
的 和 的 函数 那个 x 值 
对 应 的 高 度 二 yp) 
oT. 












加 法 还 真是 简 















相 加 
A+B 得 到 的 
函数 


oe / 
& 
得 到 


xX 





具体 的 函数 来 学 习 


HKG HC! 






只 需要 简单 地 加 起 
来 就行 了 啊 ! 





如 果 这 个 过 程 是 
针对 全 体 x 值 ， 

那么 就 能 得 到 函 
数 的 和 了 。 
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这 是 文 香 的 零用 钱 
函数 的 加 法 。 















@ 秒 么 ， 我 们 用 具体 的 函数 来 演示 一 下 刚才 讲 的 |) 
函数 的 加 法 运算 吧 ! | 


y XH) 
Os: i 
Q 现 芋 看 一 下 这 样 两 人 函数 : y=x 和 y=x. BR 


出 所 有 x 值 对 应 的 y 值 是 不 可 能 的 ， 那 么 计算 
某 个 区 间 的 值 来 看 看 吧 。 


Bee 


Q stsexsenmneve. 注意 一 下 , 在 
这 里 ， 最 上 面 的 图 是 函数 相 加 结果 得 到 的 函数 
图 ， 中 间 的 是 y=x* 的 图 形 ， 最 下 面 的 是 y=x 
的 图 形 . 

@ 来 而 人 一 下 计算 本 序 . 首先 看 点 x= 1, 将 x 一 
1 代入 y= 中 结果 为 y=1 (0) ,再 将 X= 
1 代入 y=x 中 得 到 y=1(@)。 接 着 ,将 D 和 
@ 加 起 来 得 到 1 十 1 二 2， 加 法 运算 得 到 的 画 
数值 为 2 (@) 。 











图 4.1 y= Ky 三 x 的 加 法 运算 
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Q 简单 吧 ? 接 下 来 ， 看 一 下 x = 0 时 的 结果 吧 ， 这 时 两 个 函数 的 值 都 是 0， 那 么 加 法 
运算 的 结果 也 是 0。 
再 来 看 一 个 x 值 ， 计 算 x= 一 1 时 的 结果 ， 将 x= 一 1 代入 y=x* 中 结果 为 y= 1 
(@)， 再 将 x = 一 1 代入 y =x 中 得 到 y = 一 1 (@)。 接 着 ,将 和 @ 加 起 来 
得 到 1 十 (一 1)= 0， 加 法 运算 得 到 的 函数 值 为 0 (@) 。 


O AMS x 值 对 应 的 函数 值 ， 能 画 出 y = 5y ==x 的 和 的 图 像 …… 


@ RELA! 这 种 函数 之 间 的 加 法 运算 ， 可 以 先 将 函数 加 起 来 ， 也 就 是 ， 函 数 y = 
x Aly =X 相 加 能 得 到 y = +x. 
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3. 函数 之 间 的 减法 运算 



































@ 这 次 还 是 采用 与 上 一 节 相同 的 两 个 函 
数 y=x 和 yY=x， 来 学 习 函 数 之 间 的 
减法 。 也 就 是 ， 求 y=xe 中 减 去 y=x 
而 得 到 的 函数 . 

& smara. ewen: 

Q 的 确 是 这 样 ， 那 么 将 减法 转换 成 加 法 


怎么 样 ? 
8 


吧 !? 这 是 怎么 回 事 ? 


减法 可 以 看 作 是 “被 减 函数 带 有 减法 
运算 符号 的 加 法 运算 "。1 一 1 与 1 十 
(一 1) 的 结果 都 是 0。 函 数 的 应 用 志 
合 和 理论 都 相同 。 只 不 过 要 记 住 ， 减 
法 运算 中 被 减 东 数 的 符号 与 加 法 运算 
中 的 那个 函数 的 符号 相反 

O arexen: 

Q xenrseve (2! 


8 y=x 变 成 /=x 然后 与 y=x% 相 
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将 x= 一 1 代入 得 到 
$04.2 = 中 和 ， 二 x 的 减法 运算 


yard 


加 呢 ! 


@ 对 ， 就 是 这 样 ! 像 之 前 的 计算 一 样 ， 将 几 个 x 值 代入 计算 看 看 。 
首先 ， 看 点 x = 1， 同 样 将 x = 1 代入 y= 一 Xx, 得 到 y = 一 1(@)， 再 将 x 二 1 
代入 y=x* 中 得 到 y=1(@)。 接 着 ， 将 和 @ 加 起 来 得 到 1 十 (一 1)= 0， 加 法 
运算 得 到 的 函数 值 为 0(@)。 


O rror: 


Q 接 下 来 ， 计 算 x = 0 时 的 值 ， 两 个 函数 的 值 都 是 0， 那 么 加 起 来 的 结果 也 是 0 还 
有 x= 一 1 时 的 值 ， 同 样 将 x = 一 1 代入 y= 一 Xx, 得 到 y= 1(@O)， 再 将 X= 一 1 
RA y=e PBB y=1(O) 。 接 着 将 和 Q@ 加 起 来 得 到 1 十 1 二 2， 加 法 运算 得 
到 的 函数 值 为 2 (@)。 


Q nmi- 


Q 这 禁 计 算 的 话 就 不 难 了 吧 ! y= 2 y= BAZIOA, TUBER y= 0 
加 上 y= 一 x， 即 y=x+( 一 x)， 也 就 能 得 到 y=x — x. 
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w 






> [a | 

4 函数 之 间 的 乘法 运算 “人 S IN 

eo AN \ cos(@+f)=cos a ¢ 
上 -sin æ sin B 





@ ETRIIBAOR. 函数 的 和 其 实 就 是 “将 某 个 X 值 对 应 的 不 同 画 数 的 值 加 起 来 
就 行 了 ”， 而 配 数 的 积 也 就 是 各 个 函数 在 同一 个 x 对 应 的 值 相 乘 的 计算 结果 。 
思考 的 方法 相同 呢 ! 


@) 先 来 看 一 下 比较 简单 的 函数 之 则 的 乘法 的 例子 吧 ! PL, BM yer -2 5E 
数 y=x 的 乘法 是 这 样 的 图 4. 3) 。 











\ yA 
i 8 
į Y=xX?-2 与 y=x ARAB 
y=(x?-2)xx \ 7 
=x3-2x 1 
\ |6 
\ 5 
A es 
\ 4 
k 3 
y 2 二 个 函数 的 积 是 
\ y=x—2x 
—* 
— = e] x 4 :5 
$ D i 
/ 
“| < 








多 图 4.3 y= 二 x-2 和 yy 二 x 的 积 
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Q gm! 

( 俐 | 衬 比 简单 的 加 数 ， 委 法 运算 的 结果 是 y=(e -2)Xx 也 就 是 得 到 国 数 y= 0 一 
2x. 

@ BERORIEI? 


@ 对 啊 ， 三 角 函 数 之 间 的 乘法 运算 就 有 点 复杂 了 。 来 看 具体 的 问题 吧 ， 例 如 ， 试 着 将 
y=sinx 与 同一 函数 y=sinx 相 乘 ， 结 果 变 成 这 样 了 (图 4. 4) 。 
1 1 





sinx sin x 


sin? x — sin? x 二 次 方 的 时 候 写成 这 样 
图 4.4 y= sinx 5 y = sinx 的 积 
@ y=sinx 与 y= sinx 相 乘 , y= sinxX sinx， 也 就 是 变 成 了 sinx HORA, y=(sinx), 
这 个 函数 可 以 写成 y= sin?x。 


5 图 4.4 中 y=sinx 图 形 后 半 个 周期 的 “ 凹 ” 变 成 了 “ 凸 ” 了 呢 ! 


O zesta? 
O 两 个 负 3 相 采 的 话 … 
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© yzgEs7， 

@ 对 :两 个 负数 相 乘 会 得 到 一 个 正 数 。 看 sinx 与 sinx 的 积 的 函数 的 图 形 ， 频 率 GR 
媒 、 波 谷 出 现 的 次 数 ) 变 成 了 原来 的 两 倍 ， 振幅 〈 也 就 是 波峰 与 波 谷 的 高 度 差 ) 变 
成 了 原来 的 一 半 ， 而 且 值 向 上 移动 了 1/2. 


Bu 


@ 接 下 来 ， 再 看 一 个 三 角 函 数 之 间 的 积 的 例子 ， 来 看 看 y=sinx 与 y=cosx 的 乘积 的 图 
形 (图 4.5)。 





0 x 0 
-1 -1 
sinx cosx 
1 
0.5 
= 0 
-0.5 
=I i 
2sin 2x 


图 4.5 y= sinx 与 y= cosx 的 积 


O WB, y=sinx 与 = cosx 的 乘积 是 y= sin2x。 


@ 看 这 个 积 的 函数 ， 频 率 是 原来 函数 的 两 倍 ， 振 幅 是 原来 的 一 半 ， 高 度 值 不 治 》 轴 移 
动 ， 振 幅 还 是 以 0 为 中 心 线 。 反 过 来 研究 ， 得 到 的 图 形 的 频率 是 y = sinx 的 频率 
的 2 倍 ， 那 么 在 x 之 间 添加 一 个 2， 振幅 是 y = sinx 的 一 半 ， 那 么 在 sin 前 面 添加 


一 个 1/2， 从 而 得 到 sin2x。 


(2) 表达 式 中 sin 前 面 和 后 面 的 数字 在 图 形 中 都 有 一 定 的 意义 吧 ? 总 结 一 下 得 到 
这 样 的 结果 (图 4. 6)。 
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y=asinx 
中 的 a 决定 波形 的 振幅 





y=sinx y=sin2x y=sin4x 














y= sin bx 
中 的 5 决定 波形 的 周期 








-2 
图 4.6 sin 前 面 和 后 面 的 数字 与 波形 的 关系 





8 sin 函数 的 振幅 随 sin 前 面 的 数值 变化 ， 而 它 的 周期 随 sin 后 面 的 数值 变化 。 
@ 到 现在 为 止 采用 的 方法 都 是 ， 将 某 个 函数 中 许多 x 值 对 应 的 函数 值 与 其 他 函数 的 这 
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= x 值 对 应 的 函数 值 相 加 相 减 求 得 结果 ， 然 后 将 结果 画 在 图 形 中 。 然 后 根据 图 形 扒 
导出 结果 函数 的 表达 式 。 然而， 按照 这 种 方法 做 了 就 会 知道 ， 它 很 费时 间 ， 一 点 也 


不 巧妙 。 因 此 应 该 利用 公式 。 例如， 教科 书 中 就 应 该 写 出 了 这 样 的 公式 …… 
正弦 的 加 法 定理 : sin(a +8) =sinacos $ +cosasin B 


sin(æ —B)= sina cosB -cosa sinf 
余弦 的 加 法 定理 : 。 cos(@ + B)= cosa cosf -sina sinp 
cos(at -8)= cosa cosB + sina sing 
B HALE! A! 
@ 我 们 将 傅 里 叶 变换 中 的 必要 知识 浓缩 后 加 以 说 明 ， 因 此 在 这 里 就 不 解释 提 及 的 数学 
公式 的 证 明 过 程 和 意义 了 。 
将 “正弦 函数 的 加 法 定理 ”和 “余弦 函数 的 加 法 定理 ”结合 起 来 使 用 ， 能 推导 出 求 
三 角 函 数 的 “ 积 化 和 差 公式 ”和 “和 差 化 积 公式 ”。 
积 化 和 差 公式 :singcosp = Fina +B) +sin(@ -B)] 
sinasin B =-Hfeos(a +B)—cos(a- B)) 


cosa@cos B = Jeo +B) +cos(a —B)) 





sina + sin = 2sin Ž 3 +P eos tË B 
和 差 化 积 公式 :sing -sin5 = 2eos%t sin ine ep 


E cos 


a 
cos @+cos B=2c0s— 


a 


cos @—cos B = -2sin——— 


126 #4% ”函数 的 四 则 运算 


© sin(a+ 8B) 与 sina+sin 不同， 这 是 为 什么 ? 


@ sin(a+ 6) 是 对 角度 a 与 角度 6 的 和 求 sin 值 ， 
sin a +sin 6 是 对 角度 a 和 角度 8 各 自 求 sin 值 后 


再 相 加 .例如 ,sin(a+B) 当 a =B = (=45 
we m asf- æn. 





9 图 4.7 sin(a+ 有 ) 的 图 象 


@ Tsin a +sin B 4a =p =" (=45 度 ) 时 ， 有 


sin Lint- 2. V2 =1.4142 (图 4.8) 。 


sina + sing 


ak 
as 0sm, 4 B= Feso, 


mwt + 
—— > sing 也 






sl 


+ x = = 14142 


和 图 4.8 sina+sing HAR 


O BR, rasmim: 

Ọ 如 果 记 住 了 ， 以 后 画图 的 时 候 就 很 既 松 了 ! 
© au: 这 样 的 活 就 太 好 了 !1 

@ am 
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Q 检 测 一下 这 些 公式 ， 使 用 这 些 公式 计算 之 前 = sinx 与 y = cosx 的 积 的 表达 式 。 
使 用 的 公式 是 sinacosp = [sina + p)+sina—B} ， 这 里 将 a=x 与 B=x 代入 得 到 


sinxcosx= Jinx +sinx-x)]=4sin2x, 迅速 求 出 了 答案 。 


oe 
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5. 函数 的 积 与 定 积分 


这 样 应 该 就 能 求 出 





将 组 成 块 全 部 拼 好 了 后 就 
能 看 到 整体 图 形 了 ， 所 以 
不 用 担心 ， 安 心 学 习 吧 ! 





那么 ， 接 下 来 ， 我 们 来 计 
算 一 下 函数 y= 必 一 2 与 












































J=x 的 积 从 区 间 x 一 1 到 2 的 
积分 值 。 

















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































a! 用 这 个 表达 

KA, Bik “ysr -25 yext i — 
从 区 间 x 一 1 到 2 的 对 x 求 定 积分 ” ATH? 
的 表达 式 。 

i T 

/, \ 

2 s 7 \ \\ N 

pae ~r)dx 


wh 
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先 计算 积 运算 之 前 的 函数 各 


自 的 定 积分 ， 然 后 将 定 积分 
ak. 














fr- dx 


: / 
- | awd” 


U1 






啊 !? 积分 中 有 减法 运算 ， 
这 要 怎么 做 呢 ? 


那么 ， 应 该 先 计算 


x (x 2 




















这 里 将 利用 积分 的 
又 一 个 性 质 ! 










这 就 是 ， 积 分 中 的 加 法 、 碱 
法 运算 可 以 先 各 自 求 积分 后 
在 做 加 法 、 减 法 运算 。 
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[xorndx 


= Sor Lx) dx 


还 能 这 样 计算 。 


ő a 

















x dX 
À VO) dx 
> ſæda-a fixa 
Hl- Gx 
z ” 
z4 oe -44] 


mm 
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学 到 了 一 些 数学 知识 是 
很 高 兴 ， 但 是 主唱 





上 网 发 帖子 找 找 看 吧 ! 
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我 也 有 个 条 件 ， 如 果 
我 们 乐队 赢 了 的 话 ， 
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不 要 说 这 个 了 ， 今 天 要 
接着 讲 下 面 的 知识 吧 ? 































首先 画 出 两 个 相 
ERHAN x 
n x 
i a Cosx 
— 
从 字面 上 很 难 理解 吧 …… 
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sinxa tjak 
与 cosx 函 数 的 波 


请 回忆 一 下 前 段 时 间 在 
学 校 里 讲 三 角 函 数 的 时 候 ， 


二 在 单位 国 中 正好 对 应 90 的 
角度 位 置 。 


以 相同 速度 旋转 的 两 
个 箭头 (sinx 与 cosx) 
成 直角 关系 。 


























这 与 两 条 线 夹 角 成 
在 轩 周 上 的 位 置 关系 成 90” 的 90 度 成 为 直角 ， 
(直角 ) 的 状态 的 时 候 称 为 
ERA. 








函数 之 间 满 足 业 个 条 件 时 它们 
表现 出 正 交 的 关系 ， 





如 果 函 数 成 正 交 关 系 ， 那 么 
它们 的 积 的 定 积分 为 0。 
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goo 
7 
反 过 来 说 ， 如 果 两 个 函数 〈 例 
如 ，sin 与 cos) 相 来 的 结果 的 那么 称 “ 这 两 个 函数 正 交 ”。 


定 积分 值 为 0， 





我 们 就 先 讲 了 函数 的 积 与 
定 积分 呢 ! | 接 下 来 ， 我 们 看 一 下 例题 吧 ! 
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2. 两 正 交 函数 的 图 形 证 明 








@ 我 们 先 来 研究 一 下 之 前 讲 过 的 sinx 与 cosx 的 例子 吧 。 首 先 ， 画 出 y=sin xxcosx 
的 图 形 。 中 间 是 cosx 的 图 形 ， 最 下 面 是 sinx 的 图 形 (图 5.1) 。 
相同 的 面积 ， 符 号 相反 w 全 部 相 加 得 到 0 
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\ 








Ss 











cos x 











sinx 

















多 图 5. 1 sinx 与 cosx 的 积 的 定 积分 








2n 


@ BEB ep y=sinxxcosx 的 图 形 ， 是 根据 上 次 学 习 的 “ 积 和 公式 ”sinacosp = 
Hisinca p+ sine 有 计算 得 到 的 Jsin2x。 


人 oe. zeem. 
Q 22 sinx 5 cosx 的 周期 相同 ， 从 图 形 中 得 到 “1 周期- 0 到 2r”， 那 么 就 在 这 个 
范围 内 做 定 积分 ， 把 进行 定 积分 计算 对 应 的 面积 用 针线 表示 出 来 。 


分 别 得 到 两 个 相同 面积 的 波峰 和 波 谷 呢 ! 
© REHERHZEN, MERS. BAHAZAN, BRSREBS, BERI 
值 是 负数 。 这 么 说 ， 定 积分 的 结果 等 于 …*… 


Bo: 


© 对 ! 这 样 就 从 图形 上 证 明了 sinx 5 cosx 正 交 的 概念 。 
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3. 两 正 交 函数 的 数学 计算 证 明 
2n 


SinX- cosxd 





O 以 防 出 错 ， 我 们 将 sinx 5 cosx 的 例子 通过 计算 来 证 明 一 下 吧 ! 计算 式 如 下 : 










a x cos xdx 
o sina cos B = 3 {sin(a+B)+sin(e B)} 
sin 2 «Jax 
Í (3 yh xdr =—cos x ; 
=- Lh eos 2x]}" E fina _ 积 分 变量 是 ; 
: 将 二 者 都 | 
4{1-1] =0 := fsin (2x) a(2x) 转换 成 2x 


1 


Q 利用 这 个 计算 式 ， 两 个 函数 相 乘 后 定 积分 的 结果 也 是 0。 也 就 是 说 ， 用 数学 计算 证 
明了 sinx 5 cosx 成 正 交 关系 。 这 里 证 明了 相同 周期 的 函数 、 sinx 与 cosx 的 例 
子 ， 再 来 计算 不 同 局 期 的 函数 的 乘积 的 定 积分 ， 积 分 区 间 是 周期 长 的 那个 函数 的 一 
个 周期 。 以 这 个 函数 的 周期 为 基准 周期 1， 其 实 也 就 是 从 0 到 21 的 积分 区 间 。 之 
所 以 这 样 说 ， 是 因为 区 间 0 到 2x 对 基准 周期 的 那个 函数 来 说 ， 有 一 个 周期 ， 而 对 
于 其 人 函数， 肯定 至 少 有 一 个 周期 

O 什么 肯 证 会 至 少 有 一 个 周 

Q 这 是 因为 是 以 长 的 周期 为 基准 来 研究 频率 的 。 例 如 ， sinx 函数 1 周期 的 波形 长 度 
中 含有 两 个 2 周期 的 sin2x 的 波形 ， 这 里 周期 比较 长 的 函数 是 1 基准 周期 的 函数 。 
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© 周期 长 的 函数 的 周期 确定 为 1 后， 其 他 函数 的 周期 也 就 确定 了 ? 


GD) y! 大 论 snzx 还 是 sinsx。 基准 周期 部 是 sinx(==sin1x)， 做 定 积分 的 时 候 ， 从 sinx 
一 个 周期 的 0 到 2x 的 积分 区 间 里 sin5x 含有 多 个 周期 区 间 做 定 积分 ， 在 实际 计算 中 ， 


@ 那么 ， 我 们 以 此 为 基础 来 看 看 其 他 三 角 函 数 之 间 是 否 也 具有 正 交 关系 吧 。 这 
REEE sinx 与 sin2x， 这 两 个 函数 相 乘 的 积 函数 的 图 形 和 表达 式 如 下 所 


1 
0 


oe | 


只 需 简单 的 将 0 到 2r 代入 sin2x 中 ， 周 期 不 是 很 清楚 明了 也 能 计算 出 正确 的 结果 。 


示 ， 积 分 区 间 是 从 0 到 2x (图 5.2)。 


0 


— 
| sinx sin 2xdx 


根据 sina sin B= -} {cos(a+B)—cos (a—B)} 











MEN a 
=-4 fi {cos(3x) -cos(—x)}dx 
ma 将 负 号 放 入 计算 式 中 
= ; J, {cos(-x)-cos(3x)}ax 
因为 cos(-x)=cos(x) 
2 
= ; S {cos(x)- cos(3x)}dx 
Lip g” 
=F fo cos xdx 2 Í cos 3xdx 
对 COSX 积 分 
MARA 从 图 形 上 知道 COSX 
Lyon =- a | E ， i sinx f 
=2[sinx], -2| 3sin(3x) COS3X 从 0 到 2 
0 的 积分 都 是 0， 
— — 这 里 计算 也 证 明 
TeosxScos3x 
— 从 0 到 2 的 积分 
由 于 sin(2rj=0 sin0=0 讲 过 的 概括 积分 * 
变数 的 式 子 是 这 也 是 0。 
样 的 。 
Oy 1 
=}(0-0)-4(0-0) 
=0 < 
sinx sin 2x Sinx sin 2x 
m = Z m fe 
i T an — br 












































多 图 5.2 sinx 5 sin2x 的 积 的 定 积分 
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À tb 是 因为 面积 相 司 而 符号 相反 的 形状 反复 出 现 ， 所 以 定 积分 的 结果 是 0。 

@ 和 0…-tb 训 是 说 正 交 …- 

Q 对 大利 向 发 -下 超 乏力 ， 可 得 出 “不 同 周期 的 正 歼 阳 数 相互 成 正 交 关系 ”。 

O ae: 

Q 用 数学 语言 可 以 说 成 : <m, n 为 不 同 的 正 数 时 , sinmx 5 sinx 成 正 交 关系 ”。 

© "5 neem? 

GD 对 ! fm =n = 1 时 ， 是 前 面 学 习 的 sinxx sinx、 就 是 sinyx OER, BME 
数 的 定 积分 结果 不 是 0， 因 此 sinx 与 sinx 没有 正 交 关 系 。 这 样 的 函数 很 容易 明白 
“BRSBMAGTER’ « 

© wx. 在 国 同上 点 似 完 全 一 样 的 旋转 运动 ， 位 置 关系 不 成 直角 。 

G 此 与 "相等 ,但 不 为 1 的 时 候 ，sinmx 与 sinnx 也 不 正 交 . 之 所 以 这 样 ,是 因 
为 0 以 外 的 函数 的 2 次 方 ， 无 论 取 什么 x 值 ， 函 数值 都 不 是 负 值 ， 因 此 定 积分 的 结 
果 也 肯定 是 正 数 。 


@ cos 也 是 这 样 吗 ? 


© aeg. 从 结论 上 来 说 , cos, sin 者 是 一样 的 ,mm 与 n 相 等 时 ，cosmxXcosnx 从 
0 到 2r 的 定 积分 值 不 为 0， 其 余 的 都 等 于 0。 
也 就 是 说 ，cosmxX cosnx 当 mm 与 n 不 相等 时 相互 成 正 交 关 系 。 


© :nmx cosmx 都 是 自身 以 9k 的 函数 成 正 交 关系 啊 ! 


(6) 而 且 ， 之 前 见 过 的 sinmxX cosmx， 不 论 它们 周期 是 多 少 ， 相 互 之 间 总 是 成 正 
交 关 系 ! 
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4. y=sin-x A) EAR 





两 个 sinx 没 有 
正 交 关系， iy 


Get 
NS 是 因为 它们 的 定 积分 
IN 值 不 等 于 0 吧 。 


那么 最 后 我 们 来 通过 计 


算 求 = sinx X sinx HR 
分 吧 。 














“<u” ERT 
wah asie 
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[名 | 光村 道外 的 是 ， 单 从 图 形 上 看 不 出 
| 针线 部 分 的 积分 值 (二 面积 ) ， 


























sin xd 
` singsing “F$ CoS- cos (Ue 
(a=) 


= $ f cos (0) cos 0x)} Ax 
' \ 


Cog(o) = l 


aK / 
i {1- cos(220¢ dx 
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cos2xdx 是 求 周期 为 


eosx 的 一 半 的 余 改 函数 
的 定 积分 ， 


那么 看 ， 一 下 详细 的 
表达 式 吧 
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1 1 
了 在 * 上 的 积分 为 5x， 





将 此 从 0 到 2r 计 算 定 积分 值 ， 将 2 
代入 x 中 能 得 出 结果 …… 
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而 且 换 成 COS xX cosx, 











也 能 得 到 与 此 相同 的 结果 。 






不 需要 怎么 思考 ， 


siR Eh APAL cose, 


不 过 这 是 以 后 要 讲 的 知识 ， 
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第 6 章 
傅 里 叶 变换 的 准备 知识 





















































怎么 办 啊 …… 离 文化 节 
都 不 到 一 个 月 了 


ah 
a 
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PRAM TEETER 
就 能 对 音乐 的 声音 进行 解析 


还 是 接着 学 习 吧 ? 也 很 快 
要 讲 到 传 里 叶 变换 了 ! 





现在 开始 寻找 不 是 
行 吗 ? 
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cos 的 系数 是 
首先 我 们 从 相同 周期 的 ah, 


Sinmx 与 cosmx 的 加 法 开 


那么 ga、b 都 取 1 吧 ， 


为 了 简便 ， 取 mm 一 1， 来 看 
了 一 acosx 十 jsinx 的 图 形 吧 。 


RE, BRA. 
是 将 这 两 个 函数 
的 ? 值 加 起 来 而 
RAH, MER 
这 样 了 。 
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ra (AN) 
2 ' 


加 法 的 结果 是 得 到 两 函数 
的 振幅 的 合成 后 的 大 小 。 








这 样 图 形 形 状 也 没 
怎么 变化 啊 。 
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图 形 的 出 发 点 ， 
也 就 是 函数 ?一 0 
对 应 的 x 值 从 x 轴 





将 acosx 与 bsinx 相 加 ， 
相位 会 发 生变 化 啊 …… 


自然 界 中 存在 的 各 种 波形 肯定 不 一 
定 都 是 从 0 开始 的 ， 为 了 改变 相位 ， 


因此 需要 将 sinx 与 cosx 组 合 起 来 
进行 运算 。 


那 我 们 就 先 从 这 里 
开始 学 习 吧 ! 










2. acosx 与 bsinx 的 合成 


a+b 
Ç 


! 
! 
1 
1 
! 
i 
l 
1 
| 








3 FRA sine S cos x RTT? 


@ 例如 sinx FA sin(x +0) 的 式 子 表示 ， 改 变 0 也 能 达到 改变 相位 的 效果 。 但 是 ， 在 此 
对 0 取 无 限 多 的 值 是 没有 必要 的 ， 而 且 会 使 波形 的 合成 和 分 析 变 得 很 复杂 。 


@ ex. 不 是 采用 个 别 函 数 的 固定 不 变 的 形状 ， 而 是 应 该 采用 “ERBAH 
组 合 ”进行 运算 。 实 际 上 ，sinx 与 cosx 这 两 个 函数 , 组 合 能 得 到 很 多 不 同位 相 


的 sin(X+g)。 我 们 在 此 看 几 个 具体 的 实例 吧 ， 例 如 3 = ,5-1 的 时 候 是 这 样 的 
(图 6.1) 。 而 a=1 0- 了 的 时 候 是 这 样 的 《图 6. 2) 。 





cosx + sinx: 





+m6.1 Josx- sinx aani 人 图 6.2 cosx 了 sinx 的 波形 的 相位 
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Q 用 到 sin 与 cos 两 个 函数 ， 是 利用 了 这 个 函数 正 交 的 性 质 ， 利 用 了 “ 画 数 正 交 ， 
那 它 们 相互 之 间 无 法 通过 组 合 得 出 对 方 的 表达 


式 " 的 性 质 。 * 


@ zessan? 7 

@ 用 简单 的 例 了 来 说 明 一 下 ， 在 男 各 种 各 样 的 画 数 
的 图 形 的 时 候 ， 我 们 都 是 采用 相互 成 直角 的 X 

令 图 6. 3 相交 成 直角 的 

轴 和 y 轴 为 基准 的 (图 6. 3) 。 x 轴 与 y 轴 的 图 形 

© 这 在 绘 时 过 的 讲课 过 程 中 出 现 了 很 多 次 ! 

@ 对 过 个 国生 一 种 看 法 ,，y = 0 这 个 常数 函数 对 应 x 轴 ， x = 0 这 个 常数 函数 对 应 
轴 。 也 就 是 说 ,x 轴 和 y 轴 这 两 个 基本 图 形 ， 对 应 着 两 正 交 函 数 y = 0 和 x = 0。 

© n BRBN: 不 过 ， 说 它们 正 交 觉得 是 理所当然 的 事情 。 

Q 全 请 注意 ,这 个 理所当然 可 是 需要 很 复杂 的 解 和 的 。 无 论 y 轴 (x = 0) 乘 以 什么 数 
都 无 法 得 到 x 轴 (y = 0)。0 乘 以 任何 数 都 还 是 等 于 0， 因此 x 轴 上 某 一 值 (例如 
x = 5)， 就 无 法 用 X = 0 (y 轴 ) 乘 以 某 个 数 而 得 到 。 对 于 轴 也 是 同样 的 情况 。 
这 就 是 “函数 正 交 ， 那 它们 相互 之 间 无 法 通过 组 合 得 出 对 方 的 表达 式 ” 的 意思 。 F 
时 ， 总 不 经 意 地 将 轴 画 成 直角 相交 的 形状 ， 平 面 用 两 个 变量 来 表示 ， x 与 y 中 的 
任何 一 个 部 无 法 用 另 一 个 函数 来 表示 ， 才 默认 觉得 肯定 是 这 样 的 。 

© 机 Sy 儿 正 交 ， 因 此 潜意识 下 就 画 成 了 直角 相交 的 形状 了 ……- 所 以 ， 以 这 二 者 
为 基准 ， 就 能 描绘 出 各 种 不 同 的 点 的 坐标 了 。 

Q 这 个 先 放 在 一 边 ， 回 到 sin 与 cos 的 话题 上 来 …… 例如 ，cosx BML, FEEL 
改变 bsinx 的 b 而 得 到 。 


O cos x then!? 


(Q am: sinx 也 无 法 通过 改变 acosx 的 a MBB. 而 且 ,提前 讲 一 下 ,sin3x 也 无 法 
通过 sinx 组合 得 到 。 这 是 因为 sin3x 与 sinx 正 交 的 原因 .x 轴 与 y 轴 它们 是 两 个 相 
互 正 交 的 函数 ， 不 止 这 些 ， 还 有 sinx、sin2x、sin3x 等 等 ， 它 们 相互 之 间 都 成 正 交 
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关系 。 cos 函数 中 不 同 周期 的 函数 如 cosx, cos2x, cos3x 等 等 都 成 正 交 关系 。 还 
Acosm Ssinnx, 包括 周 期 相同 时 ， 它 们 也 相互 正 交 。 相 互 正 交 的 函数 组 全 能 够 
得 出 各 种 不 同 的 函数 。 无 法 用 其 他 三 角 芳 数组 合 合成 ， 且 相互 正 交 的 各 类 三 角 莉 数 
是 制作 许多 波形 的 基本 单位 。 

@ 二 下 来， 器 到 原来 的 话题 上 ， 改 变 sinx 与 cosx 的 幅度 (a 和 0) ， 合 成 得 到 的 波 
形 的 振幅 也 随 之 变化 。 sinx 与 cosx 组 合 ， 转 换 成 在 加 同上 旋转 的 矢量 的 合成 会 容 
易 理解 - 些 。 

QD 和 量 就 是 图 形 中 国 的 “一 ”表示 的 …? 

Ọ y: 条 量 ， 简 单 地 说 ， 是 表示 力 的 方向 和 大 小 的 物理 量 。 MEB ab ATER, 
以 a 和 为 基础 作 一 个 平行 四 边 形 〈 这 个 例题 中 ， 用 sinx 与 cosx 取代 为 基础 ， 因 
为 它们 成 正 交 关系 ， 作 出 的 是 长 方形 ) ， 求 这 个 平行 四 边 形 的 对 角 线 ， 就 能 求 出 这 
两 个 矢量 合成 得 到 的 矢量 (图 6.4)。 





合成 a 和 b 





图 6.4 矢量 a 与 b 的 合成 
© x tal! 


@ 拓 呈 在 物理 学 中 经 党 合用. 
接 下 来 ,sinx 与 cosx， 画 在 分 别 以 和 ,为 半径 的 加 周 上 ， 两 矢量 在 各 自 的 圆周 


上 旋转 ， 二 者 总 是 相差 了 (90 度 )， 思 考 一 下 二 者 的 合成 ， 由 于 sinx 5 cosx ME 
交 关系 ， 因 此 ， 此 处 的 平行 四 边 形 是 长 方形 (图 6.5). 


注 ) ML a Hla, 用 表示 。 
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合成 矢量 acosx+bsinx 





旋转 矢量 bsinx 


旋转 矢量 a cosx 





多 图 6.5 两 正 交 旋转 矢量 acosx 与 bsinx 的 合成 的 概念 


© m: ame: 

@ REARNRERTOA, KOESNERGY acosx + bsinx 的 幅度 (矢量 的 长 度 ) 。 
@ … G 

@ enan: 请 回忆 一 下 毕 达 哥 拉 斯 定理 . 

毕 达 可 拉 斯 定理 ， 好 像 是 …:a?+ b= e. 


B F G 


@ 这 里 也 活用 中 达 可 拉 斯 定理 吧 (86.0). 


„A 矢量 a 与 5 有 这 样 的 关系 : 
7 a+b =r 





2 


r=vVa?+b? (r>0) 
图 6. 6 矢量 合成 中 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 应 用 
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合 ) 5 成 得 到 的 矢量 (a + b) 对 应 的 是 半径 为 /的 贺 ， 这 样 就 能 明白 a?+ bt ”这 个 关 
系 了 。 将 这 个 式 子 变换 一 下 得 到 r= Ver +b. 

那 acosx + bsinx 的 幅度 大 小 就 是 /87757! 

©) west: gino, 来 看 -下 a=2 与 p=2 时 的 没 形 , B r- V77 = V5 = 282842712- 
也 就 是 说 2cosx 十 2sinx 的 波形 的 幅度 振幅 ) 是 2.82842712…… (图 6. 7) 。 


3 i 2cosx + 2sinx 





振幅 
2.82842712… 





多 图 6.7 2cosx 十 2sinx 的 振幅 


@ 像 这 样 ， 将 a 与 b 进行 恰当 的 组 合 ， 虽 然 不 能 改变 周期 ， 但 能 自由 合成 出 各 种 振幅 
和 相位 ! 
© 吧 ， 可 以 得 到 周期 相同 但 振幅 各 不 相同 的 波形 呢 ! 
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@ 也 就 是 这 样 一 回 事 ，sinnx 与 cosnx 合成 时 ， 相 位 发 生变 化 而 周期 不 变 。sinx 5 
cosx 合成 时 是 1 周期 ，sin2x 与 cos2x 合成 时 是 2 周期 ，sin nx 5 cosnx 合成 时 是 
0 周期。 这 个 m 周期 对 应 着 之 前 讲 过 的 w〈 角 频率 ) 。 而 且 ， 将 这 个 "周期 与 /组 
合 起 来 能 得 到 频谱 图 (图 6. 8) ! 






理论 上 应 该 是 没有 宽度 的 直线 ， 
( 为 了 方便 概念 理解 而 保持 一 定 的 宽度 





n o 
图 6.8 sinnx + cosnx 的 频谱 图 


O 把 w 看 作 是 频率 就 能 得 出 频谱 图 呢 ! 


Om 
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(£) 这 次 来 看 看 周期 不 同 的 三 角 函 数 的 合成 吧 。 通 过 三 角 函 数 的 合成 表示 某 个 函数 的 表 
达 式 ， 与 后 面 要 讲 的 傅 里 叶 级 数 有 关系 ， 但 是 在 这 里 暂时 不 管 ， 先 用 计算 机 中 根据 
函数 画图 形 的 软件 ， 来 简单 的 确认 一 下 图 形 。 


Os: 


Q REE sin x + sn2x (6.9). 





sinx + sin2x 








"2 
人 图 6.9 sinx + sin2x HEH 


@ sin x + sin2x + sin3x 会 是 怎么 样 的 呢 (图 6. 10) ? 
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i- sinx + sin2x + sin3x +f- 
l: | 














116.10 sinx 十 sin2x 十 sin3x 的 图 形 


@ 而 sin x + 0.5cos2x 又 会 是 怎么 样 的 呢 (图 6. 11) ? 


sinx + 0.5 cos 2x -i 
é 








-2 


信 图 6.11 sinx + 0. 5cos2x 的 图 形 
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最 后 来 看 看 sinx 十 0.5co3x 十 0.5sin3x 的 图 形 吧 (图 6. 12). 





2 sinx +05 cos 3x+ 0.5 sin 3x 





SINX 05 cos3x 05 sin3x 


图 6.12 sinx + 0.5cos3x + 0.5sin3x 的 图 形 


É 对 sn 和 costtias, BENFERRI! 
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4. 传 里 时 级 数 


DED a) CD) 


FOO: +A, SEY L — Qa Cos nu 


T aby Stn + basna X + bs $103 + = ba Sinat» 








@ 前 面 讲 的 例子 ， 最 多 也 只 有 3 个 sin cos 函数 的 组 合 合成 ， 如 果 用 更 多 个 的 sin 
或 cos 函数 进行 合成 ， 就 能 得 到 更 加 复杂 的 函数 。 


© 吧 ， 不 过 ， 很 多 个 函数 进行 合成 ， 如 果 没 有 计算 机 的 话 没 法 计算 出 来 吧 。 
@ 使 用 计算 机 确实 能 有 效 提高 计算 效率 。 首 先 ， 理 解 这 个 理论 很 重要 。 这 个 理论 是 
“ 傅 里 叶 级 数 展开 〈 傅 里 叶 级 数 ) ”! 傅 里 叶 级 数 展开 用 公式 表示 ， 如 下 : 
F(x)= Jay aicos x + acos2r+ ascos3x te +a, COS nx 十 … 
+b,sin x + b sin2x +b, sin3x +--+ b, sin nx ++ 
= Jat Sloaneosm +, sin nx) 
O R, BAW? 感觉 好 难 的 公式 呢 …… 看 见 这 些 数学 符号 头 就 疼 


Q m， 避 看 看 表达 式 表 达 的 意思 吧 . 
首先 ， 解 释 一 下 式 子 的 整体 意思 .这 个 式 子 中 ， 左 边 的 F(x) 函数 表示 右边 由 
cos 与 sin 函数 合成 得 到 的 函数 。 当 然 ，F(x) 表示 怎样 的 函数 ， 根 据 a, a, = 
a ey bo s bu RETIRE. BATE, BREF OOS a ap ms ay os 
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bh,…，b,,… 的 关系 来 研究 合成 的 意义 吧 。 表达 式 的 第 一 项 是 2.au ， 这 个 常数 项 能 
使 后 面 的 由 三 角 函 数 合成 的 波形 全 体 进行 上 下 移动 。 


人 这 就 相当 于 y= ax+ b 中 的 b 吧 。 式 子 后 面 出 现 的 忆 是 什么 意思 ? 





Q ARSI 将 上 面 式 子 中 的 所 有 的 加 法 运算 ， 用 一 个 加 法 总 和 表示 出 来 。 用 简单 
的 例子 来 示范 2 的 计算 方法 ， 是 下 面 这 样 图 6.13) 。 


tga 本 计算 规则 
一 MI 开始 


5 

> n=1+2+3+4+5 
mei, 从 1 开始 每 增加 1 
1 、 直 到 mn 的 结束 值 - 直 加 到 5 
按 顺 序 每 次 增加 1 


一 71 的 结束 值 为 x (无 限 大 )， 也 就 是 无 限量 加 上 去 


Ya, cos nx = a,cosx+a,cos2x+a,cos3x+- 
和 
— +9 008 100x+aiolcos 101x 十 … 


两 个 n 同 时 增加 





多 图 6.13 FSD 的 说 明 
@ SLURMRAND 中 也 有 n， 请 注意 ， 这 个 n 既 是 “决定 振幅 大 小 的 数 
fA”, HE “BAP x 前 面 的 决定 周期 的 数值 ”， 这 两 个 数值 中 应 该 同时 代入 1， 
2, 3, 4… 不 断 累加 起 来 。 


172 第 6 章 伟 里 叶 变 换 的 准备 知识 


Oo aera: 


@ UMSESURARARREA (x) 有 有 某 个 周期 特性 ， 也 就 是 以 利用 周期 函数 
的 合成 为 前 提 。 对 于 非 周期 函数 ， 取 某 个 区 间 ， 以 这 个 区 间 内 的 波形 为 周期 波 
形 而 重 复出 现 ， 形 成 周期 函数 ， 然 后 就 能 对 波形 进行 展开 了 。 





O srn —* 
Q nezas, 那 再 进一步 详细 的 讲解 一 下 吧 ! a, a, as, ty Ay Dy 
by bs =» bw… 叫 做 傅 里 叶 系数 ， 这 些 系 数 的 值 能 决定 F(x) 波形 的 形状 。 之 


所 以 这 人 么 说 ， 是 因为 傅 里 叶 级 数 中 ， 决 定 振幅 的 a 与 b Hn 与 决定 周期 的 nx 的 
联系 在 一 起 ， 而 且 a, 与 b, 分 别 表示 cos 5 sin 函数 的 系数 ， 如 果 决 定 了 a 5 
必 的 大 小 ， 合 成 函数 的 形状 也 就 是 F Oo) 的 波形 也 自然 而 然 地 为 某 一 定 值 了 。 


© msio. RKHS. MEDENI. 

G 相 、 相 差 委 远 的 比 办 呢 ， 不 过 可 以 想 成 是 从 两 个 事项 得 到 另 4 特定 的 事项 。 
@ wit? 

© axewerenans: 

@ 明 白 了 概念 ， 那 就 来 看 一下 具体 的 波形 合成 的 例子 吧 ! 


Oene: 


O we mix: 
Qa, RES asinnx An 从 1 开始 ， 2， 3， 4-H 40 的 混合 。 
@ wasan-- 


Q 同期 画 数 的 系数 ， 也 就 是 a, 等 于 n 的 倒数 . a -11,1,… 。 依 此 可 以 得 到 很 有 趣 


ia 
2°3 
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的 波形 - 
O Rie! 


8 在 此 用 计算 机 来 计算 看 看 。 不 需要 采用 任何 专门 的 计算 软件 ， 表 格 计算 软件 
Excel 就 可 以 计算 出 来 。 


É N! BR Excel 不 是 只 能 用 来 制作 表格 遇 ! 


@ 我 人 来 看 看 结果 (图 6.14) …… 


kooo — 


NS 
0.5} —— 


i S 


人 图 6.14 sin 函数 从 1 到 40 的 依次 累加 的 合成 函数 























O n: fA! 


Ọ 对 seem Loe BER ROE) ” ! 
© o! SZAFIE: 


@ 那 再 来 看 一 个 也 很 有 趣 的 波形 吧 。 这 次 ， 只 取出 avsinnx Hn 为 奇数 时 的 函 
数 进行 合成 。 在 此 ，a, 等 于 n (奇数 ) 的 倒数 ，n 取 到 5 为 止 ， 合 成 得 到 的 波形 
变 成 这 样 了 (图 6. 15) 。 
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501 1001 














= 





令 图 6.15 奇数 次 的 sin 函数 从 1 到 5 的 依次 累加 的 合成 函数 


人 和 到 了 与 锯 具 波 完 全 不 一 样 的 波形 呢 ! 


@ 4n RMADBA © HSM MARY YM “BR (RUBVR) ”。 接 下 来 


再 看 看 在 同样 的 条 件 上 ,mn 值 累加 到 15 时 的 波形 和 n 累加 到 49 时 的 波形 见 
(图 6.16)。 
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令 图 6.16 n= 15 时 累加 合成 的 波形 (上 ) 与 n= 49 时 累加 合成 的 波形 (下 ) 








© 小 形 杰 得 越 来 越 细 了 ， 形 状 越 来 越 投 近 于 直线 了 
O 不 同 周 期 的 sin 函 数 的 合成 ， 能 得 到 这 样 的 波形 。 
@ eax. sae 


@ 没有 觉得 这 与 乐队 有 关系 么 ? 例如 ， 贝 司 的 效应 器 中 有 “ 贝 司 合成 器 ”。 这 个 合成 
贝 司 ， 为 了 得 到 电子 的 贝 司 声音 ， 需 要 有 针对 性 的 改变 波形 。 所 有 “电子 音 ” 的 声 
音 中 大 部 分 都 整理 过 波形 ， 这 个 效应 器 能 将 贝 司 的 波形 转换 为 锯齿 波 或 方 波 之 类 的 


(2) 与 之 前 见 过 的 锯齿 波 的 形状 一 样 ， 句 齿 波 制作 的 是 边缘 很 类 的 声音 ， 方 波 与 锯齿 波 
相 比 ， 得 到 的 是 边缘 角 很 对 和 的 声音 。 
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5. 时 间 函 数 与 频率 谱 











多 图 6. 17 分别 在 三 个 圆周 上 旋转 的 点 
© 的 确 是 ， 在 讲 三 角 函 数 的 时 候 …… 三 个 不 同 的 点 在 半径 为 1、2、3 的 贺 上 旋转 。 
@ 对 ! 将 这 个 用 随时 间 变 化 的 图 形 表示 出 来 ， 就 能 得 到 sin 函数 (图 6. 18). 
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4sin2x 3sinx 2sin3x 


相当 于 数 越 大 
旋转 越 快 





依 图 6. 18 将 图 6. 17 用 时 间 函 数 表示 的 图 象 


@ 这 种 随时 间 变 化 的 函数 叫做 时 间 函 数 ， 有 确定 周期 的 重复 变化 的 函数 叫做 周期 函数 。 
ETK, Uo 为 横 轴 ， 将 上 图 转换 为 频率 谱 的 图 象 。 这 样 就 讲 完了 从 时 间 函 数 到 
频率 谱 转 换 的 流程 图 6. 19) 。 





人 图 6. 19 将 图 6. 17 用 频率 谱 表示 的 图 象 


O 的 确 是 呢 ! 好 快 啊 ， 觉 得 好 怀念 啊 …… 


® 文 香 …… 


@ 现在 还 不 是 沉醉 于 感慨 的 时 候 ， 从 现在 开始 才 进 入 正题 。 来 看 看 实际 中 这 些 波形 的 
合成 吧 。 
在 半径 为 3 HAAL, U wt 旋转 的 点 可 以 用 y = 3sinx 表示 。 同 理 ， 在 半径 为 4 
的 圆周 上 ， 以 2wt 旋转 的 点 可 以 用 y = 4sin2x 表示 。 在 半径 为 2 的 圆周 上 ， 以 
Sot 旋转 的 点 可 以 用 y = 2sin3x 表示 。 将 这 些 函 数 加 起 来 得 到 的 结果 变 成 这 样 
了 (图 6.20)。 
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4sin2x 3sinx 2sin3x 3sinx+4sin2x+2sin3x 











多 图 6. 20 3sinx 十 4sin2x 十 2sin3x 的 图 象 


© 2nzesaonwe: 

Q 外 时 变 绩 ， 就 是 从 这 样 的 加 法 合成 得 到 的 函数 中 ， 能 将 加 起 来 之 前 的 各 个 函数 的 
周期 和 大 小 计算 出 来 。 不 过 ， 已 经 讲 过 了 ， 这 里 开始 采用 的 傅 里 叶 变 换 中 ， 任 何 形 
状 的 波形 者 需要 有 一 定 周 期 重复 的 性 质 ， 即 是 周期 函数 。 


人 是 这 样 … 不 过 ,这 是 为 什么 啊 ? 

@ 那 么 ， 来 起 起 原因 吧 ! Hes yL RN. BREA (周期 或 振幅 不 同 ) 组 合 
起 来 ， 能 得 到 各 种 不 同形 状 的 波形 。 这 个 结果 和 用 傅 里 时 级 数 计算 出 的 结果 ， 者 是 
AMEA. 

O ee. 


(2) 例如 ， 将 sin2x、sin3x、cosx 组 合 加 起 来 ， 从 结果 中 取出 函数 sinx ( = 周期 最 长 
的 三 角 函 数 ) 的 一 个 周期 为 基准 区 间 ， 得 到 有 重复 部 分 的 周期 函数 (图 6.21) 。 


179 








Sinx 的 一 个 周期 Sinx 的 一 个 周期 Sinx 的 一 个 周期 
人 图 6. 21 sin2x 十 sin3x 十 cosx 以 sinx 的 一 个 周期 为 基准 


@ 由 于 “根据 全 里 叶 级 数 展开 的 合成 ”与 “ 傅 里 叶 变 换 ” 有 密切 相关 的 联系 ， 通 过 人 备 
里 叶 级 数 得 到 的 函数 是 周期 函数 ， 那 么 用 傅 里 叶 变 换 计算 得 到 的 函数 也 应 该 是 周期 
函数 。 由 于 傅 里 叶 变 换 是 研究 某 个 函数 是 由 怎样 的 三 角 函 数组 合 得 到 的 计算 方法 ， 
因此 ， 必 须 对 原 函 数 取 最 长 周期 对 应 的 “1 周期 ”的 长 度 来 进行 计算 。 


© n: 2767! 


@ 自然 现象 中 有 很 多 波 不 一 定 都 是 周期 函数 ， 只 需要 取出 其 中 一 段 时 间 区 间 ， 将 这 段 
区 间 不 断 重复 出 现形 成 周期 现象 ， 就 能 采用 傅 里 叶 变 换 进 行 计算 了 图 6. 22) 。 





原 函 数 (不 是 周期 函数 ) 





时 间 




















j n 时 间 
将 这 个 区 间作 为 1 周期 的 重复 部 分 来 研究 


OH6.22 将 复杂 波形 作为 周期 函数 来 研究 的 方法 
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口 





6. 全 里 叶 变 换 的 入 
\ 


利用 三 角 函 数 的 合成 
制作 各 种 波形 的 








合成 与 变换 相互 为 
WERA. 











181 











研究 业 个 东西 是 
怎样 组 合 而 成 的 








有 很 准 的 节奏 感 和 
FASB. 
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zesaneoe ANIE 
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ny 


叫做 傅 里 叶 解 析 ! 














































































































































































































































































































































































































1. 研究 频率 成 分 的 步骤 




















yir = 
WW 





我 们 努力 了 啊 ! 













学 习 了 很 多 ， 都 学 到 
LRAT! 








那 ， 我 们 再 努力 一 把 吧 ! 





求 频率 成 分 










将 不 同 频率 波 的 
大 小 总 结 在 一 个 
图 形 中 











分 析 频 率 成 分 的 “ 传 里 叶 京 狂 ” 
LAFER! 









这 里 所 说 的 料理 是 


“波形 ”。 





< 


首先 ， 为 了 将 复杂 波形 转 






























































为 周期 函数 ， 从 波形 中 取 


傅 里 叶 京 饪 是 研究 食品 由 哪些 材料 
组 成 的 ， 将 此 用 频率 谱 时 现 出 来 

















将 这 个 区 间 看 作 最 大 的 周 
期 ， 对 应 的 频率 为 1Hz， 
为 最 小 的 频率 。 





取出 的 1 秒 长 度 


H 的 区 间 中 含有 振 


动 1000 次 的 成 分 
是 频率 为 1KHz 
的 频率 成 分 。 
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接 下 来 确定 待 研究 的 
频率 成 分 。 


4 
中 
的 频 








例如 ， 采 用 滤波 器 ai 将 
608 5 B55 ME AR. 


从 切取 的 料理 中 分 析出 
某 种 特定 的 材料 〔 频 率 
成 分 ) ， 需 要 使 用 滤波 
器 ， 将 成 分 一 个 一 个 的 
分 解 出 来 。 


根据 材料 ， 需 要 采用 
不 同 的 滤波 器 


在 后 面 会 用 数学 
方法 来 解释 。 





W | aie oe a ay oat 
上 ARAD) HE. 


d 















































是 用 积分 结果 
除 以 r 吧 ? 






2. 傅 里 时 系数 





@ 在 这 里 回忆 一 下 网 里 时 系数 ， 傅 里 上 系数 是 …- 


1 
FO 7 Ayta\COSx+a,COS2x+a,COS3X+ --- +4,COSNX+ +++ 
+b,sinc+b,sin2x+b,sin3x+--.+b,sinnx+--- 


ast Ý, (a,cosnx+b,sinnx) 
ml 


1 

2 
那个 , F (x) 如 果 是 随时 间 变化 的 函数 ， 一 般 用 F (tb 来 表示 , TAR-RA F O) 
来 表示 吧 。 

以 前 见 过 的 好 吓人 的 式 子 …… 但 是 ， 好 佩服 啊 ， 能 明白 式 子 的 内 容 ! 


@ 在 这 里 ,“cosnx” 或 “sinnx” 中 x 前 面 的 n NABAR, RE sin, cos 大 小 的 
AAE an be ABa an b 叫做 傅 里 叶 系 数 。 先 前 解释 的 傅 里 叶 亮 饪 的 第 三 
步 就 是 求 傅 里 叶 系数 。 


(OE Tl 
©) n. a 是 决定 波形 的 全 体 值 在 y 轴 上 的 上 下 位 置 的 值 ， 


É 二 于 时 统 数 中 的 随时 叶 概括 中 的 入 里 叶 系 数 …… seam 
Q mavesrere: 
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Oe 


@ 从 原 波形 FOO 中 求 傅 里 叶 系数 中 的 an an b 的 过 程 叫做 “求解 傅 里 叶 系数 ”。 
这 也 就 对 应 着 俏 里 叶 豪 饪 中 出 现 的 注 波 器 的 过 程 。 


O 证 用 不 9 小 吕 条 频 素 成 分 一 个 一 个 地 分 解 册 来 的 过 程 呆 ! 
(全 就是， 从 名 种 频 素 成 分 中 ， 拍 取出 某 一 特定 的 频 军 成 分 的 过 各 。 
O we. weenie 


(2) 这 里 必须 想到 的 是 “函数 的 正 交 ”! 由 于 函数 正 交 的 关系 ， 它 们 乘积 的 定 积分 的 结 
果 ， 也 就 是 面积 会 是 怎样 的 呢 ? 


O 对 ! 是 0…… 也 就 是 可 以 看 作 没有 了 。 而 且 ，sinnx、cosnx 者 与 自身 不 成 正 交 关 
系 ， 都 有 一 定 的 值 。 因 此 ， 正 交 关系 的 性 质 ， 使 频率 成 分 的 分 解 成 为 可 能 。 


O araor: ELE? 


@ BERE cos 的 全 里 时 系数 a, 吧 ， 
如 果 想 要 结果 只 剩 下 acosnx, 那么 将 F(x) 全 体 乘 以 cosnx, 然 后 做 定 积分 ! 这 样 ， 
就 剩 下 一 个 cos 函数 的 积分 值 ， 其 他 函数 都 因为 正 交 关系 积分 结果 (面积 ) 都 为 0。 


CD ATORE acosmi! 
GD wi: 在 讲 画 数 的 正 交 的 时 候 讲 过 ， 周 期 相等 的 cos BAZARE. sinxXsinx 


i 2 1 
Í sinnx sinnxdx = | 5 ( 1- cos2nx ) dx 
0 0 2 


国标 本 = 
— 


也 就 是 sin?x 也 是 同样 的 情况 ， 以 前 都 讲 过 的 ， 积 分 结果 等 于 x。 
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同样 ，cosxX cosx 即 cos?x 的 积分 结果 也 是 x。 用 图 形 来 研究 如 下 图 所 示 ( 图 7. 1) 















































a 
enes f cos*xdx 等 于 1XX = 





人 图 7. 1 图 形 表示 的 cos?x 的 积分 结果 


R! 转换 成 长 方形 来 计算 就 简单 了 


Q 在 这 里 我 们 想 知道 的 是 a,，cos*x 对 应 的 系数 是 1, 因此 有 1Xx =n. 将 此 反 过 来 
思考 一 下 ， 如 果 想 知道 a,， 那 只 要 求 出 式 子 的 积分 值 ， 然 后 除 以 4 就 行 了 。 


© @: poem: 简单 得 让 我 眼珠 子 都 快 掉 出 来 了 。 
@ 商 要 这 和 说 的 话 ， 应 该 是 条 单 得 让 我 眼 缚 里 放 光 ， 眼 珠子 者 快 挤 出 来 了 也 太 老 


O sant, tsk 
Q 那个 …- 这 个 过 程 用 式 子 表示 ，cosnx 的 积分 式 子 除 以 « RTSERRD r 
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a, if F(x)cosnxdx + 
而 且 ， 这 对 于 sin 也 同样 成 立 : b,=2 Fo)sinnxdx 。 这 就 是 傅 里 叶 级 数 ! 
@ ao 呢 ? 


Q 那么 来 看 看 a 吧 . 
复杂 的 波形 实际 上 也 是 由 许多 sin 和 cos 函数 组 成 的 。 而 且 ， 无 论 是 sin BATE 
cos 函数 ， 整 周期 内 它们 的 图 形 转 成 的 面积 都 是 0。 


Be. a. 

@ nareaRVAGR RENRENTGART. AUEMT-ENER-—~ 
MME a! 

Q x! 用 图 形 来 表示 ， 那 就 是 这 样 (图 1.2) 。 

A 






个 周期 的 面积 是 ……》 





等 于 2T X ay 
多 图 7.2 用 图 形 说 明 复杂 波形 F(x) 的 积分 结果 





O 即使 是 复杂 的 波形 ， 面 积 也 等 于 2xX ae， 结果 很 简单 呢 ! 那么 ， 与 之 前 一 样 反 过 
RIBS, BR ao 用 积分 值 除 以 2r 就 行 了 吧 ? 


Gow: morc tb 就 是 条 以 L. a, -二 广 F004dx 。 然 而 ， 这 里 需要 思考 的 是 “为 什 
么 a 要 单独 表示 ? ” « 


O e zag? 
G2) a MRES 0, WEE cos 的 全 里 叶 系 数 . 
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Oo. xem: 
(ey 那么 ， 不 对 a 进行 特别 的 计算 ， 采 用 cos 的 傅 里 叶 系 数 的 计算 方法 应 该 是 ; 
a= x [Fear 


的 确 是 ! 
O az. 


a,= if F(x)cosnxdx 
当 = 0 时 ， 将 cos0 代入 计算 ， 求 得 的 结果 是 a, 的 2 倍 即 29,。 在 此 ,为 了 一 
致 ， 在 傅 里 叶 级 数 前 梯 以 二 。 
Oo, 开店 也 zf 有 | 


@ 这 个 以 后 详细 解释 ……, 傅 里 叶 级 数 的 表达 式 实际 是 F(x) = aucos0X+aicos1X+ 
Bacos2r…+bhsin0x+bsin1x+bsin2x…。 不 过 在 此 , cosOx=cos0=1, sin0x=sin0=0, 
因此 ， 

F(x) =ao*a,Costx+a,cos2x-++ 


+b sinix+b,sin2x-- 


O w e: 
@ ena 


= Lf" Fede (RL a RT cos0x = 1) 
og h LOTSA AS et 


— zh ** F(x)cosmedx 


表示 就 行 ， ama DAR z -at ， 真实 的 a, 是 a, 取 n = ONERI T, 因此 
a, BR n = OSD > — 致 了 。 


@ rrom: 
@ 于 理 -下 ， 傅 里 时 系数 分 有 三 个 表达 式 ， 
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a, = ifr (x)cosnxdx 
„= ap F(x)sinnxdx 
zh 
1 pan 
a= ap F (x)dx 


(a 中 的 了 是 放 在 积分 符号 里 面 还 是 外 面 ， 根据 原 傅 里 叶 级 数 的 表示 方法 而 
定 . ) 


O 这样 训 总 结 了 二 里 i 系数 员 ! 
@ 了 十 里 0 系数， 就 能 进行 到 全 里 叶 亮 儿 的 第 三 步 了 ， 接 下 来 看 看 第 四 步 吧 ! 
O 第 四 步 是 分 析 扯 取出 来 的 频率 成 分 的 大 小 . 


@ 就 目前 为 止 看 到 的 ， 一 个 函数 的 频率 成 分 中 既 有 sin 函数 又 有 cos 函数 ， 那 么 ， 它 
们 对 应 的 俏 里 叶 系数 分 别 是 b, 和 a,。 不 过 ， 在 研究 频率 谱 时 ， 傅 里 叶 系数 并 不 完 


全 等 于 不 同 成 分 的 大 小 ， 因 此 需要 求解 频率 成 分 的 大 小 。 





D ARRADA? 


ay 


(2) 这 里 所 说 的 大 小 ， 用 图 形 表示 的 话 如 图 图 7. 3 所 示 。 





亿 图 7. 3 ”表示 频率 成 分 的 大 小 的 图 形 


© 三 角形 的 高 是 用 sin 函数 计算 出 来 的 b,， 底 边 是 用 cos 函数 计算 出 来 的 a.…… 


§ 那么 ， 那 个 三 角形 的 斜 边 就 应 该 是 频率 成 分 的 大 小 了 。 斜 边 的 长 度 ， 利 用 毕 达 哥 拉 
斯 定理 〈 平 方 定理 ) 计算 得 到 : r- Vai+b ,7,>0。 
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© xesnsneea7: 

Q 和 和 么 到 最 后 的 第 五 步 了 。 将 第 四 步 计算 得 到 的 /按照 ) WELCOMES 
在 图 形 中 就 得 到 了 频率 谱 ， 同 时 ， 做 熏 里 叶 变 换 的 频率 解析 的 函数 ， 是 以 时 间 为 
变量 ， 因 此 可 以 用 表示 的 (1) 来 表示 玫 数 。 这 样 就 能 马上 意识 到 函数 的 变量 是 
时 间 了 (图 7.4) 。 








F(t) 幅度 BR 























ARRIYA Ar, SBI f 
n 对 应 起 来 的 频率 谱 


人 图 7.4 信号 波形 与 频率 谱 


© A! 终于 明白 了 采用 傅 里 叶 变 换 求 频率 谱 的 步骤 了 ! ABT! 
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Q 那 ， 明 白 了 傅 里 叶 变 换 的 具体 方法 ， 来 看 看 各 种 实际 频率 谱 的 解析 吧 ! | 
O 这 、 这 么 快 岗 …- 我 ， 好 感动 曙 ! 

AN 

Ò 真 8903? …… 


© 为 什么 到 现在 了 ， 还 没有 一 点 默契 呢 ! 感动 ! 感动 ! 终于 明白 了 傅 里 叶 变换 ， 铃 你 
不 感动 9? 


Q 我 你 们 两 个 能 学 到 这 里 也 很 感动! 
首先 ， 在 研究 实际 的 频率 谱 之 前 ， 先 简单 说 明 一 下 观测 原 波形 的 方法 。 


从 对， 对! 不 先 得 到 波形 的 活 ， 就 法 得 到 频率 溢 了 ! 


@ 那么 ， 解 释 一 下 示波器 的 使 用 方法 。 示 波 器 是 将 进来 的 电信 号 转换 为 图 形 的 装置 。 
采用 示波器 能 以 波形 的 图 形 观察 声音 (图 7. 5) 。 
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麦克 风 (将 空气 的 振动 
转换 为 电信 号 ) 






示波器 
< 将 电信 号 
以 波形 的 ) 
形式 表示 


LS tee criti) 


声音 (空气 的 振动 ) 


多 图 7. 5 用 示波器 以 波形 观察 声音 的 方法 


Q nawra- Tara: 
O 麦克 风 将 声音 〈 空 气 的 振动 ) 转换 为 电信 和 号 。 
O 将 转 损 为 电信 号 的 声音 ， 通 过 电线 传递 到 示波器 的 入 口 端 。 
© 示波器 将 电信 号 从 左 至 右 按照 时 间 顺 序 用 图 形 表示 出 来 。 


O 原来 如 此 ! 从 现在 开始 每 人 要 有 一 台 示 波 器 呢 ! 
由 seese 怎么 可 能 …… 


@ 铃 说 得 对 ， 说 是 这 么 说 ， 每 人 拥有 一 台 示 波 器 是 不 大 可 能 的 ， 这 里 还 是 要 用 到 电 
脑 ! 对 声音 进行 计算 得 到 频率 谱 时 ， 采 用 电脑 会 更 加 简单 ， 效 率 更 高 。 用 电脑 也 能 
观察 波形 ， 方 法 与 示波器 的 完全 一 样 。 


© 一 般 都 是 采用 麦克 风 将 声音 录入 的 吧 ? 


(£) 对 ! 电脑 中 有 声卡 ， 将 麦克 风 的 信号 转换 为 数字 信号 ， 声 卡 能 用 于 声音 的 再 生 ， 最 
近 已 经 成 为 电脑 机 能 的 标准 装备 了 。 
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@ 利用 电脑 观察 声音 的 波形 的 方法 是 这 样 的 〈 图 1.6)。 






UUM | A M 


声卡 
(peran 引 画面 上 能 同时 观察 
转换 为 数字 信号 到 波形 和 频率 谱 


多 图 7.6 利用 电脑 观察 声音 的 波形 


@ 小 型 电脑 也 能 用 声卡 。 数 字 化 的 声音 的 数据 通过 电脑 的 计算 能 进行 傅 里 上 时 变换 ， 而 
且 能 用 图 形 表示 观察 频率 谱 。 


Oe Ci 果然 还 是 电脑 比较 方便 ， 我 家 的 电脑 貌似 专门 用 来 上 网 的 了 ， 没 有 开发 
一 下 其 他 用 途 ! 


人 利用 it 算 频 率 庶 的 具体 方法 根据 合用 的 软件 不 同 而 名 有 差别 ， 这 里 就 不 详细 角 
释 了 。 之 前 说 过 ， 无 需 采 用 专门 的 软件 ， 用 表格 计算 软件 Excel 就 能 侯 箭 里 叶 解析 
计算 . 

Ox a 

Q 那么 ， 先 来 看 一 下 最 基本 的 声音 的 频率 谱 吧 1 

O n: amaa? 

@ sre sx! 关于 音 又 最 初 的 时 候 计 过 一 点 ( 国 7.7)。 





人 图 7.7 乐器 音调 音叉 
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O 咽 ， 咽 微调 时 用 的 音 又 。 音 又 响 的 时 候 能 得 到 “ 拉 ” 这 个 音 。 


8 对 ! 轻 轻 航 音叉， 将 手持 部 分 下 面 的 圆 球 靠近 耳朵 ， 或 者 用 牙齿 轻 轻 接触， 能 感觉 
到 “ 拉 ” 音 的 基本 频率 400Hz 的 振动 。 


能 感觉 到 “ 镶 一 “比较 细 冯 的 声音 。 
© # 看 看 用 电脑 对 这 个 音 进 行 研究 会 得 到 怎样 的 波形 (ers). 
































40) 
30) * 

* A7 A 
po a oo — 
a a Cy Pk a a aE 
— — i i a a e 
— aa a A WC a a MW A 
a3 = —— ] | ae 而 j: X 
-40 = 
=50! 

4 图 1.8 音叉 的 波形 


@ axsatrien, oma twe sin 函数 . 
Q e-e, RNEER. 
@ S, aexexramse ceo). 





70000; 





























人 图 7. 9 音叉 的 频率 谱 
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@ 横 轴 是 频率 ， 单 位 为 Hz ( 赫 [ 效 ]) ， 图 形 的 纵 轴 表 示 频 率 谱 对 应 的 大 小 。 


© nis sone masae: 
Q 人 这 个 频 事 详 可 以 得 到 ， 音 又 的 波形 是 很 音频 率 的 波 。 
Oe wz 


@ 研究 这 个 频率 谱 的 结果 时 ， 虽 然 看 到 有 若干 个 误差 ， 但 用 耳朵 听 声 音 ， 几 乎 是 
单一 的 频率 ， 没 有 误差 。 当 然 每 个 人 感觉 不 同 会 有 些 差 别 ， 但 一 般 对 于 sin B 
数 的 单一 频率 的 声音 ， 都 能 听 出 像 “pu”““ho” 这 样 很 简单 的 声音 。 而 且 当 
频率 为 7kHz 以 上 时 ， 能 听 到 音调 很 高 的 音 。 


能 渐渐 明白 频率 谱 与 声音 之 间 的 关系 了 1 


@ 音叉 是 最 简单 的 例子 ， 不 能 总 结 出 傅 里 叶 解 析 的 意义 。 接 下 来 看 一 下 稍微 复 
杂 一 点 的 例子 吧 。 
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4. 吉他 的 频率 谱 





@) 那 么 这 灵 用 电 吉他 来 做 实验 吧 ， 

O a se: se: 

® 

@ 若 他 ， 大 家 部 知道 ， 有 6 根 不 同 粗细 的 政 ， 根 据 弹 的 位 置 不 同 ， 发 出 不 同 的 声 


音 。 每 次 弹 一 个 音 连 起 来 能 演奏 旋律 ， 而 同时 弹 多 根 防 能 演奏 和 弦 ， 能 演奏 很 多 
的 音乐 。 


Ow: 


@ 首先 请 弹 奏 单 音 “ 哆 C” 音 ， 为 了 便于 声音 的 分 析 ， 请 弹 奏 正确 的 音调 。 


























人 图 7. 10 吉他 的 “ 哆 C” 音 
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@ 丰 这 个 频率 族 中 标记 出 主要 坚 值 的 频率 ， 变 成 如 图 图 7.11 所 示 。 





























0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 [Hz] 


4 图 7.11 “B C" 音 的 频率 谱 中 的 主要 峰值 的 频率 


O on. areata? 


Q “ 拉 ” 音 的 440Hz 频 率 是 国际 标准 频率 ， 国 际 标准 的 “ 哆 ” 音 的 频率 是 
261.63Hz。 这 个 解析 结果 中 幅度 最 大 的 频率 在 264Hz 处 ， 与 国际 标准 相 比 ， 微 调 
一 下 ， 与 “ 哆 ” 音 的 频率 很 接近 …… 


© 哦 ， 以 前 总 是 很 自然 的 去 微调 ， 用 这 种 形式 来 微调 还 真是 新 鲜 啊 ! 


(£) 那 再 来 按 顺 序 看 接 下 来 的 有 幅度 的 频率 谱 ，528Hz、797Hz、106Hz、1325Hz、 
1593Hz， 差 不 多 是 原来 “ 哆 ” 音 的 频率 的 2 倍 、3 倍 、4 倍 …… 这 些 频率 的 幅度 大 小 
随 着 频率 增 大 而 渐渐 变 小 。 这 样 的 频率 谱 与 之 前 见 过 的 锯齿 波 的 频率 谱 很 相似 。 可 
UR, EES GIF) “ 哆 ”的 高 音调 波 中 既 含 有 偶数 倍 基准 频率 也 含有 奇数 倍 基 
准 频率 。 


O asaza 
Q azezenen 2 倍 以 上 的 整数 倍 的 波 -。 
8 xem: 音 的 特征 都 能 用 数值 表示 了 呢 . 
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@ 二 让 来 请 同时 泪 奏 gc, “Ke”, “me” a. 
也 就 是 “CAI” R! 
@ 这 时 波形 会 是 怎样 的 呢 (图 1 12)… 


20000 
-15000 
10000 
5000 














lol 

















多 图 7.12 ERE CAK EIRG 的 波形 


Oe. 刚才 的 波形 相 Ht 这 个 波形 很 复 和 
© 在 这 个 图 形 中 也 标记 出 许 值 出 的 频率 〈 图 1 13) …… 




















0 500 1000 1500 2000 2500 3000 [Hz] 


4 图 7.13 BCRERG 音 的 频率 谱 中 的 主要 峰值 的 频率 


O xx 有 HH? 
国生 委 好 的 确认 出 急 、 咪 、 号 的 基准 音 . 不 过 ， 有 趣 的 是 ， 哆 音 的 高 音调 波 的 比例 与 
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单 音 中 的 相 比 ， 急 剧 的 减 小 了 。 弹 奏 和 音 的 时 候 ， 不 是 一 个 一 个 按 顺 序 的 产生 出 高 
音调 波 的 能 量 ， 而 是 产生 合成 后 的 和 音 的 能 量 。 


O n. 好 不 MI: 


@ arr- 一 下 和 音 及 其 频率 谱 吧 。 同 时 弹 哆 、 咪 、 嗪 三 个 音 ， 咪 的 频率 谱 ， 与 哆 和 号 
的 频率 谱 相 比 ， 幅 度 比 较 小 ， 来 研究 一 下 原因 。 

Os: 

@ 键盘 乐器 或 者 吉他 这 样 的 乐器 ， 都 有 平均 韵律 ， 也 就 是 ， 一 个 八 度 音调 差 ( 频 
率 比 为 1: 2) 分 为 12 个 音阶 ， 相 邻 音 之 间 的 频率 比 相 等 ， 这 个 比值 是 2 的 12 次 
方 根 ， 之 所 以 这 么 说 ， 是 因为 将 12 个 这 样 的 值 相 乘 能 得 到 2 (一 个 八 度 音调 
差 ) 。 相 邻 音 之 间 的 差 为 “半音 ” (图 7. 14) 。 


0 


和 
u 
~ 
=] 
x 
© 


12— 
按 顺序 





| 


tt 











1 1,059 1.122 1.189 1.260 1.335 1.414 1.498 1.587 1.682 1.782 1.888 2 


AS) EP — 每 个 音 

都 叫做 

(所 有 相 邻 

因此 叫做 12 音 阶 和 
on 







14 平均 音律 半音 的 概念 


(2) 那么 ， 哆 与 它 之 后 的 哑 的 频率 比 约 等 于 1: 1.5， 也 就 是 2: 3。 这 是 因为 有 7 个 音阶 的 
原因 。 像 这 样 简单 的 整数 比 表示 的 频率 关系 的 这 些 音 ， 相 互 之 间 能 彼此 加 强 ， 顺 便 
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说 一 下 “ 哆 与 咪 ” 之 间 的 频率 比 约 等 于 6:7，“ 咪 与 嗪 ”的 频率 比 约 等 于 7:9。 这 
些 比值 虽然 也 是 简单 的 整数 比 ， 但 是 与 2:3 相 比 还 是 比较 复杂 。 这 些 频率 比 是 否 简 
单 ， 与 音 能 否 彼此 加 强 有 很 大 关系 。 比 值 越 简单 ， 二 者 越 能 彼此 加 强 。 


© PACA, B. OX, ROESER! 


9 对 ! 不 过 ， 相 比较 而 言 变 小 了 ， 但 是 重要 的 频率 成 分 仍然 没有 改变 ， 这 就 是 和 音 的 
音色 比较 浓厚 的 原因 。 


以 前 只 是 觉得 和 音 比较 浓厚 而 不 知道 原因 ， 现 在 用 人 备 里 叶 解析 从 数学 上 分 析 的 
结果 中 找到 了 答案 呢 ! 
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@ 最后 研究 -下 人 的 声音 吧 ! 
全 g ARAUL 


@ 首先 ， 先 简单 介绍 一 下 发 声 机制 ， 从 鼻子 和 口腔 进来 的 空气 通过 气管 到 达 肺 ， 气 管 
最 上 面 的 部 分 有 声带 ， 空 气 经 过 的 时 候 ， 声 带 产生 细微 的 振动 (图 7. 15). 





多 图 7. 15 RARE 
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O mod ee: 


@ 声带 的 大 小 和 厚度 因 人 而 异 ， 声 带 不 同 ， 呼 吸 时 空气 密度 变化 的 振动 局 期 也 不 同 ， 
由 此 产生 的 基本 振动 近似 于 锯齿 波 的 波形 ， 含 有 很 多 频率 成 分 。 


Q 口 脾 中 有 上 下 额 和 舌头 ， 还 有 湛 夺 的 位 置 和 形状 ， 这些 空洞 的 形状 都 不 一 样 。 也 就 
是 说 ， 通 过 这 些 地 方 的 空气 的 速度 会 发 生变 化 ， 而 且 ， 从 鼻子 呼吸 的 空气 的 速度 也 
不 一 样 。 


@ 通过 声带 振动 形成 的 含有 许多 频率 成 分 的 空气 的 振动 ， 通 过 口腔 或 鼻腔 的 时 候 ， 根 
据 它们 的 形状 会 组 合 出 具有 许多 特征 的 频率 成 分 。 即 口腔 和 鼻腔 相当 于 滤波 器 ， 这 
样 人 就 能 发 出 各 种 各 样 的 声音 了 。 


不 仅仅 是 发 出 声音 ， 还 有 能 产生 打击 乐器 等 的 声音 的 语音 模仿 。 


Q 在 语音 模仿 中 ，“ 无 声音 ”的 使 用 方法 很 重要 。 让 声带 振动 发 出 声音 对 应 着 “有 声 
B, “无 声音 ”是 指 不 让 声带 振动 ， 只 有 吸 气 和 吐气 发 出 的 声音 。 


zan. Lene “无 声音 " 


@ “有 声音 ”和 “无 声音 ”都 能 根据 口腔 和 鼻腔 的 形状 发 出 不 同 的 声音 。 由 于 每 个 人 
的 口腔 和 鼻腔 的 形状 都 不 相同 ， 因 此 每 个 人 的 声音 都 有 各 自 的 特征 。 


@ 那 ， 形 状 相似 的 话 声音 也 就 相似 了 …… 


@ 对 ! 例如 经 常 有 父子 两 人 的 声音 的 特征 很 相似 ， 这 是 由 于 遗传 的 关系 脸 的 骨骼 相 
似 。 还 有 ， 国 外 电影 的 日 语 配音 也 是 ， 选 择 与 演员 的 脸形 特征 比较 接近 的 配音 人 员 
来 配音 ， 也 是 由 于 脸 的 骨骼 与 声音 的 特征 有 关系 的 原因 。 


Ou: 


@ 而 且 ， 元 音 与 子音 的 基本 频率 谱 的 模式 有 相似 的 部 分 ， 因 此 相互 可 以 推导 。 
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合生 ，Ht， 巴 巴 拉 的 说 个 不 停 ， 只 0 到 中 辣 一 部 分 ， 也 能 明白 在 说 什么 …… 
® xara, exwerwtta- 

O tam: 

QO 季 了 ,好 了 …- 来 看 -下 元 音 的 频率 谱 的 图 形 吧 ， 首 先是 “ 啊 ” (87.10). 


20000 = 





















































人 图 7. 16 “ 啊 ” 的 频率 谱 与 波形 
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© sane «nr em! 
@ rma m 音 ， 口 用 的 形状 扩大 ， 由 于 在 大 空间 里 高 频率 的 波 难 以 共鸣 ， 因 此 
频率 谱 主要 集中 在 低频 率 部 分 。 接 下 来 看 “ 依 ”( 图 1 17) 。 
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图 7. 1 “ 依 ” 的 频率 谱 与 波形 
RE R DEER! 
® sees: 
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en 


(IT BAMA NSW “Ke” HRHOV. BEAR, CMT, 
这 时 ， 口 腔 的 形状 变 得 扁平 ， 抑 制 低频 率 的 波 的 共鸣 ， 与 “ 啊 ” 音 相 比 ， 能 感觉 到 


ESO) BHD. 

O ens? 

@ ava. mace: 

Q A7. ROO, TABAONMERENTURD. LDS EMERG 
有 关系 。 频 率 谱 扩 展 到 高 频率 部 分 ， 这 些微 小 的 振动 重要 在 一 起 形成 波形 。 
ETRE “IS” (67.18). 
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人 图 7. 18 “ 鸣 ” 的 频率 谱 与 波形 
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O o 
Go EFH: 
© wee w ge. 


(2) | 嘴巴 完全 收拢 时 发 出 的 声音 ， 这 样 ， 便 成 了 比较 低沉 的 声音 。 频率 谱 只 取出 了 
元 音 中 的 最 低频 率 部 分 。 
PRE “UR” (B7. 19). 
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人 图 7. 19 “0S” BASRA 
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Ow WTR 

Q te" 与 “ 依 " 相 比 ， 彤 巴 上 下 要 稍微 张 开 一 些 ， 左 右 还 是 伸展 开 来 ， 上 杆 放 低 ， 
产生 高 频率 成 分 。 不 过 ， 这 个 频率 成 分 的 中 心 频率 比 “ 依 ”的 中 心 频率 还 要 小 。 
最 后 是 “ 喔 ”( 图 7. 20) ! 
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SY ee a S 
4 图 7. 20 “ 喔 ”的 频率 谱 与 波形 
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@ 关系 真 好 呢 ! 发 “ 喔 ”的 口 形 与 “ 啊 ”的 很 相似 。 先 发 “ 啊 ”， 接 着 发 “ 喔 ”， 与 
从 “ 啊 ” 到 其 他 元 音 的 变化 相 比 ， 能 感觉 到 “ 喔 ”的 变化 最 小 。 


218 第 7 章 傅 里 时 解析 





6. 柔和 的 声音 





对 了 ! 这 样 就 能 
AEH HATTA? 


青 域 ， 是 发 出 的 最 低 的 音 到 
最 高 的 音 的 音程 吗 ? 





那 就 赶快 讲 嗓子 
好 的 人 的 声音 吧 ! 
























































看 一 下 现在 画面 表示 的 


频率 谱 。 


从 低频 率 开 始 标记 频率 谱 中 的 
峰值 ， 也 就 是 突出 的 部 分 ， 
有 344Hz，452Hz，1400Hz, 
1852Hz，3144Hz。 
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共鸣 关系 是 指 低音 ， 
即 ， 以 业 个 频率 为 基 
准 ， 完 好 的 含有 这 个 
频率 的 整数 倍 的 频率 
的 波 的 状态 。 


1852Hz 约 为 452Hz 的 4 倍 ， 
3144Hz 约 为 452Hz 的 7 信 ， 


3: 4 的 关系 在 音阶 中 相当 于 
“% (C1) —* (G1) —$2 
(C2) ”的 关系 ， 以 一 个 元 音 为 
基础 ， 能 制作 出 很 好 听 的 和 音 。 








吉他 之 类 的 乐器 中 也 
有 “平衡 性 很 好 的 低 

















I852Hz 
3144Hz 


4 
344Hz FEM hoop 








的 确 ， 刚 才 铃 拿 着 坦克 风 


BRK A R 














拥有 很 好 的 嗓子 呢 ! 


确 的 整数 倍 不 是 还 
2-85? 














与 计算 不 完全 一 致 是 
因为 口腔 中 还 有 其 他 | 
许多 影响 因素 。 


这 是 决定 声音 特征 的 主要 因素 ， 
所 以 这 绝 不 是 很 烂 的 声音 。 


虽然 所 有 的 频率 谱 ， 都 有 微小 的 误 
善 ， 但 是 整体 上 是 很 单纯 的 形状 。 

































































































































































你 们 对 从 随时 间 变 化 的 波形 中 求 频率 谱 的 
解析 方法 的 作用 ， 





怎么 样 ， 有 点 感觉 
Te? 





到 此 ， 傅 里 叶 解 析 的 基本 
概念 就 全 部 讲 完了 ， 


伟 里 时 解析 是 很 深奥 的 知识 ， 
还 需要 更 加 努力 地 学 习 呢 ! 








已 经 确定 主唱 了 ， 给 我 们 的 
乐队 起 个 名 字 吧 ! 





226 第 7 章 MENEH 











我 们 三 mo N 
第 一 字 : 来 —8R 






































接 下 来 轮 到 文 香 你 们 了 ， 
要 全 力 以 赴 哦 ! 
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都 重合 、 


Ho 


一 个 















一 个 声音 ! 





我 们 的 “ 傅 里 叶 ” i | \ 


Wl L 


—* 


”现在 才 开始 呢 ! 













附 录 
通 往 傅 里 叶 级 数 的 
代数 运算 的 应 用 例题 




















































































































图 求 无 限 级 数 的 和 的 例题 


在 此 利用 傅 里 叶 级 数 ， 来 计算 某 个 无 限 级 数 的 和 吧 。 
sinx · sin aed sns sin7x+… 这 个 级 数 和 是 





图 形 为 这 种 形状 的 函数 ， 这 个 例子 在 讲 第 5 章 的 傅 里 叶 级 数 的 时 候 出 现 过 。 
当时 没有 详细 解释 这 个 例子 的 振幅 。 


在 此 ， 求 决定 这 个 函数 的 形状 的 俏 里 叶 系 数 。 Ast ty 能 计算 
出 这 个 无 限 级 数 的 和 。 


国 步骤 1-1 


那么 ， 赶 快 来 求 下 面 函 数 的 傅 里 叶 系数 吧 。 


+1 (0<xr<T) 





0 F(x)= 
0 z 2x e) -1 (r<x<2r) 
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首先 是 ao 为 


1 pas 
80-209 MHD 
0~2n 
“tf Paya], Fads) 





-L (faa) taro 


RNERERBAF OO 的 图 形 形 状 ， 由 于 四 部 分 与 侣 部 分 的 面积 相等 ， 所 以 只 
看 图 形 便 可 知道 结果 为 0。 


1 


E 步骤 1-2 


接 下 来 看 看 a, 项 是 怎样 的 。 
在 第 5 章 讲 过 ， a, 项 是 对 F (x) 与 cosnx 的 乘积 求 积分 的 结果 ， 如 a, 可 通过 


aa F(x)cosxdx 计算 出 来 ， 不 过 在 计算 前 ， 我 们 先 来 通过 图 形 求 一 下 结果 。 


如 图 所 示 ，@ 部 分 与 〇 部 分 的 面积 相同 ， 相 互 抵消 。 那 么 a; 又 是 多 少 呢 ? 也 来 看 
看 图 形 。 

相 邻 的 @ 部 分 与 部 分 的 面积 都 相互 抵消 了 。 

同样 a 之 后 的 a,，@ 部 分 与 〇 部 分 的 面积 都 相互 抵消 了 ， 因 此 可 以 马上 明白 所 有 
的 a, BSF 0. 
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F(x) cosx 











cosx 























= 元 三 Pogsinrdx 


“it sinxdr+ f- sinas) 


ale 


at (Loose +[-cosr]* ) 


Faa) 
Sr 


4 
BD, 4 =F 
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E 步骤 1-3 
下 一 个 来 计算 b: 吧 。 
b= podsind 
-frst sma) 
a eaa i Eaa ) 
abeno 
=0 


即 ，b, 二 0。 如 果 只 看 图 形 也 能 马上 知道 结果 吧 。 




















F(x) 
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像 这 样 ， 能 看 出 @ 8950 部 分 的 面积 相同 而 相互 抵消 。 
当 n 为 偶数 的 时 候 ， 有 b= f “F(x)sin mwdx=0， 从 图 形 中 也 能 得 到 这 个 结果 。 





F(x) cosx 











cosx 























n=2，4，6… 的 时 候 
那么 n 为 奇数 时 , n=3, 5, 7, … 的 时 候 会 是 怎样 的 呢 ? 来 稍微 计算 一 下 吧 。 接 下 
FER bso 


ik as 

好 元 人 Fogsin3xdx 

= (fisingxar+ fsinarar) 
iji zai z 
= G Feosarj+ [eos] ) 


4 
n 


1 1 
szg (HH 
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同样 计算 b，n 为 奇数 的 时 候 ， 可 以 得 到 少 = 二。 这 样 所 有 的 傅 里 叶 系数 就 计算 出 
RT. 


图 步骤 2 


将 计算 出 来 的 系数 代入 得 到 F (x) 的 傅 里 叶 级 数 的 表达 式 : 


Fay=4fin x+jsain3x+3sin5x+Jsin7xt 
元 3 5 7 


用 总 和 计算 符号 忆 来 表示 得 到 ，F(o) = 二 六 sim (为 奇数 ) 。 在 此 将 “为 奇 
数 ” 用 数学 表达 方法 来 表示 : n=2m+1 (m=0，1，2,…) 


4 1 
alk FQ)= aaa 





sin(2m+1)x 


图 步骤 3 
FERED F sin = 1 sin = -lsin 竺 =1… r RASA: 
z) 45 _1 ，(f2m+l 
r= rn ( E 可 


4 Oe sp aye 
Ema 








= 4| 14t- +t? +t 
4 46 1) +76 + ) 





X m=08t, 当 m=1 时 , 当 m=2 时 ， 
且 ， 从 原 函 数 F(x) 的 图 形 中 可 以 得 到 F 了)=1， 因此 有 
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等 式 左右 两 边 同 时 乘 以 二 得 到 


等 式 左边 的 级 数 的 和 等 于 地 
也 可 以 等 式 两 边 同 时 乘 以 4， 然 后 对 级 数 和 用 总 和 符号 表示 得 到 : 





图 实际 的 级 数 和 的 计算 


事实 上 ， 可 以 用 计算 机 来 计算 这 个 级 数 的 和 ， 各 项 级 数 结合 “十 ”与 “一 ”依次 累 
加 起 来 ， 当 累加 到 m= 100 时 ， 仍 有 1/201 (4979 0.5%) 的 误差 而 不 收敛 。 

实际 上 试 着 用 Excel 计 算 ， 当 m=100 时 级 数 和 为 3.15149…, m=101 时 为 
3.13178---, m=10000 BY) 3.14169---, m=10001 时 为 3.14149， 可 以 看 出 结果 围绕 
n 值 上 下 振动 变化 ， 并 慢 慢 收敛 于 (参考 下 页 的 表格 ) 。 


类 似 这 样 ， 用 傅 里 叶 变换 从 求 傅 里 叶 级 数 开始 计算 ， 能 计算 得 到 无 限 级 数 的 收敛 
值 。 傅 里 叶 变 换 的 应 用 ， 与 这 样 的 代数 计算 有 很 深 的 联系 。 


本 书 介绍 了 傅 里 叶 变换 的 入 门 知识 ， 对 于 想 进一步 学 习 的 读者 ， 请 参考 微 积分 或 者 
傅 里 叶 变换 的 其 他 参考 书 。 
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用 漫画 这 种 形式 讲 数学 、 物 理 和 统计 学 ， 十 分 有 利于 在 广大 青少年 中 普及 科学 知识 。 


BRA, BREE, MRAM MICS EMP oath 
中 日 友好 协会 理事 ，《 数 理 天 地 顾问 ， 全 国政 协 原 副 秘 书 长 


用 漫画 和 说 故事 的 形式 讲 数学 ， 使 面貌 冷峻 的 数学 变 得 亲切 、 生 动 、 有 趣 ， 使 学 习 数学 变 得 容 
易 ， 这 对 于 提高 全 民 的 数学 水 平 无 疑 是 功德 无 量 的 事 。 


《数理 天 好》 杂志 社 社 长 总 编 
“SLE SORERARDLS 命题 委员 会 主任 周 A t 


用 漫画 的 形式 ， 讲 解 日 常生 活 中 的 数学 、 物 理 知识 ， 更 能 让 大 家 感受 到 数学 典 堂 的 奥妙 与 乐趣 。 
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科学 漫画 是 帮助 学 习 文科 的 人 们 用 形象 思维 的 方式 掌握 自然 科学 的 金 钥匙 。 


\ n 中 国人 民 大 学 外 语 学 院 日语 专业 主任 
WW kenapa a BY AE 


在 日 本 留学 的 时 候 ， 我 在 电车 上 几乎 次 都 能 看 到 很 多 年 轻 的 白领 看 这 套图 书 ， 经 济 实惠 、 图 文 
> SD Di 手中 爱 物 。 
N | 理工 大 学 RASANE HE we Z ah 


能 够 在 书店 里 看 到 这 样 的 书 ， 有 人 物 形象 、 有 卡通 图 、 有 故事 情节 ， 当 然 最 重要 的 还 有 
深厚 的 o 我 想 这 样 的 书 一定 可 以 大 大 提升 孩子 们 的 学 习 兴趣 ， 降 低 他 们 对 于 高 深 的 理工 科 知 识 
HM, [ere , 


人 可 a 

ft ~ 北京 启明 星 培训 学 校 BK jee 
etapa, 概念 更 容易 理解 
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